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MECANICA ELEMENTAL

SEGUNDA PARTE

MOMENTOS. FUERZAS PARALELAS

37. Momento de una fuerza respecto a un punto. — EIl producto de la
intensidad de la fuerza F (fig. 29) por la distancia O C del punto O a la di-
direccion de la fuerza considerada, toma el
nombre de momento de la fuerza F respecto
al punto O.

Midiendo las fuerzas en kilogramos y las
distancias en metros, los momentos vienen ex-
presados en kilogrametros.

Uniendo los extremos de la fuerza con el
punto O resulta el tridngulo A O B cuya area

FIG. 29

Sera:

y como A B es proporcional a la in-
tensidad F' de la fuerza, resulta que

ABXOC
sera proporcional al mo-
2

mento F' > O C de la fuerza; por lo
tanto, a cierta escala, el momento de
la fuerza F' estara representado por
el area del triangulo A4 O B.

La distancia O C toma el nombre
de brazo de palanea del momento.

38. Consideremos (fig. 30) las
dos fuerzas concurrentes A B=P,
AC=(Q, de resultante AD=R, y
un punto O situado en el plano de
las fuerzas consideradas.

Uniendo el punto O con los extremos de las tres fuerzas, obtendremos
los tridangulos AOB, AOD y AOC, que tomando A O como base comiin,

FI1G. 30
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ab MECANICA ELEMENTAL

n las alturas respectivas Bn, Dm y Ct. Trazando por el punto C
una paralela a la base A O formaremos el triangulo De C que es igual al
Bn A, ya que tienen sus lados paralelos y, ademds, el lado D C igual al A B;
por lo tanto, D) « B n.

LLa figura mtece en un r

ctangulo; por lo tanto,
tC ¢
Ahora bien; en la H_‘.:‘lll'.‘l vemos que
D m D ¢ € T

y como,

*(in acabamos de ver, D ¢ Bn y em=Ct, resulta

D B n C( (1)
[las dreas de los ftr AOB,
vamente:
1 O ' n 1 O I 1 O Ct
2 2 2
y poniendo en vez de I) m su valor (1) tendremos:
A0 Dm AO (Bn++Ct)
o )
0 54
AOXDm A O X B AO;
2 2 2

de modo que el Area del tridngulo A O D es igual a la suma de las Areas
de los tridangulos A OB y COA. Ahora bien, el irea del tridngulo A O D
representa (n.

el momento de la fueza R respecto del punto O, y las
areas de los triangulos A OB y A OC representan, respectivamente, los
nomentos de las fuerzas P y () respecto del mismo punto; por lo tanto, el
momento de la fueza R respecto del punto O es igual a la suma de los mo-
mentos, respecto al mismo punto, de sus componentes P v Q. Veamos
v PUES, ques K1 momento de la resultante de dos fuerzas concurrentes respecto

@ un punto es itgual a la suma de los momentos respecto al mismo punto de
las fuerzas correspondientes.

Para que esta proposicion se verifique, cualquiera que sea la situacion
del punto O respecto a las fuerzas, es necesario atribuir a cada una de ellas
un signo que dependa de su situacion respecto del punto O; signo que se
determina en virtud de las consideraciones siguientes:
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Marquemos (fig. 31) un sentido de rotacién alrededor del punto O, por
ejemplo, el indicado por la flecha; si el sentido de la fuerza es el mismo que
el de la flecha, el momento seria posi-
tivo, y si es contrario, sera negativo.

Ag
un momento positivo, y la fuerza F’

, en la fig. 31, la fuerza F tiene

tiene un momento negativo. En la
fig. 30, si el sentido positivo es el in-
dicado por la flecha, los momentos

de las tres fuerzas son positivos. Si R,
el punto O estuviese colocado como en pars 3
la fig. 32, los momentos de R y P se- &

rian positivos, y el de @ negativo. FIG. 31

Coloeando el punto O en diversas
posiciones respecto a las fuerzas y atribuyendo a sus momentos el signo
correspondiente, siempre se hallara, aplicando a cada caso_la demostracion
S il!![l'l'il}l', que el momento de Iln
resultante respecto al punto O,
es tgual a la suma de los mo-
mentos de sus componentes res-
pecto- al mismo punto.
El punto O lleva el nombre

? de eentro de momentos.

39. (-'fu.'.ljur}ﬁ.n"r'e’.r]?? de fuer-

zas paralelas. — Para hallar la

Q resultante de dos fuerzas pa-
FIG. 32 ralelas y de un mismo sentido

o sentidos contrarios, conside-
remos (fig. 33) dos fuerzas F' y I’ aplicadas a los puntos A y B de un cuerpo
solido y de direcciones concurrentes. El tridngulo de fuerzas O C D nos
da la resultante R de las fuerzas consi-

. : : o
deradas. Imaginemos que las direccio- 'S
nes de las fuerzas F y F’ cambian pau- ’(, *\
latinamente, de modo tal que sin variar o \\\
sus puntos de aplicaeién v conservandose e .
siempre en un mismo plano, se acerquen Aw;’ R 4c
cada vez mas a ser paralelas y de un ¥ ,’1 ™\ 3
mismo sentido o bien de sentidos contra- 4 ,rr
rios. A medida que las fuerzas se van s e
acercando al paralelismo, la resultante W
R, que va variando, et siempre equipo- o

lente a la suma geométrica de las fuer- FIG. 33
zas F' y F’', y su momento respecto a un
punto cualquiera es igual a la suma de los momentos de las fuerzas F y I
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En el limite, o sea cuando las fuerzas sean paralelas y del mismo sentido
o bien de sentidos contrarios, continuarin verificandose las proposiciones &n-
teriores relativas a la suma geométrica y a los momentos; por lo tanto, en
la composicidn de dos fuerzas paralelas, sea cual fuere el sentido de cada
una de ellas, se verifica que su resultante es equipolente a la suma geomé-
trica de las fuerzas y su momento respecto a un punto cualquiera es la suma
de los momentos de las fuerzas respecto al mismo punto. Basiandonos en
esto vemos cémo puede hallarse la resultante de fuerzas paralelas en los dos
casos de igual sentido y de sentidos contrarios.

40. Vamos a hallar la resultante de dos fuerzas paralelas y de un mismo
sentido ¥ y F’ (fig. 34) aplicadas a los puntos A y B del cuerpo solido.
Hemos demostrado en el n. 39 que la resultante era equipolente a la
suma geométrica de las fuerzas dadas

ool F y F’. Para hallar dicha suma geo-
métrica tracemos por un punto como

S M la fuerza M N equipolente a la
S e i S e a5  fuerza F y por el extremo N de la
A | fuerza M N, tracemos la fuerza N S
S i equipolente a la F’; la fuerza M S es

@& la suma geométrica, que vale F' -{- F”,

o y es paralela y del mismo sentido que
~ las fuerzas dadas. Busquemos sobre
la recta A B el punto C de aplica-
cion de la resultante, que, como antes
hemos dicho, ha de ser equipolente a

la suma geométrica hallada ya. He-

___,_
-

o
o

v mos demostrado que respecto a cual-

S 4 quier centro de momentos, el momen-

- to de la resultante es igual a la suma

de los momentos de las fuerzas F' y

F’. Supongamos que el punto C sea este centro; el momento de la resultante

serd cero; por lo tanto, los momentos de las dos fuerzas F y F’ tendran

que ser iguales y de signo diferente, condicion indispensable para que su

suma sea cero; es, pues, preciso, que el punto C esté situado entre los puntos

A y B, de otro modo los momentos serian de igual signo. Tendremos, pues,

expresado que la suma de los momentos de las fuerzas F y F’ respecto

al punto C es cero, y tomando como positivo el momento de la fuerza F y
siendo Ca y C b los brazos de palanca respectivos:

FXCa—F XCb=0
de donde se deduce
F Ch
P Ca
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Los triangulos semejantes Ca A y Cb B dan:

Chbh CB
Cua CA

vy comparando esta proporeién con la anterior

I CB
(1)
i1 cA
De modo que el punto C situado entre los puntos A y B divide la
recta A B en dos partes CA y CB inversamente proporcionales a las in-
tensidades de las fuerzas F y F".
De la proporcion (1) deducimos:

F CEB CB
K4 B CB4|+CA AB

que sirve para situar el punto C de aplicacién de la resultante, conociendo
la magnitud A B y las fuerzas dadas F y F".

Fijando el punto C, trazaremos por él la fuerza F' - F’ paralela y del
mismo sentido que las fuerzas F y F’, la cual, por lo que antes hemos dicho,
es la resultante buscada.

41. Veamos ahora cémo podemos hallar la resultante de dos fuerzas
F y F’ (fig. 35) paralelas, de sentido contrario y de intensidad diferente
aplicadas a dos puntos A y B de

on un cuerpo solido. La marcha que
hay que seguir es andloga a la
anterior. o4 £
La suma geométrica de las r_p' S ;
fuerzas F y F” es la fuerza M S, % |
obtenida trazando por el punto M : i - F
la fuerza M N equipolente a la
fuerza mayor F, y por el punto N
la fuerza NS equipolente a la
fuerza menor F’. La resultante FI1G.

buscada serd equipolente a la

fuerza M S y, por lo tanto, sera paralela a las fuerzas dadas, tendra el sen-
tido de la fuerza mayor F' y valdra F — F’. Nos falta, para determinar sa
posicién, conocer la situacién de su punto de aplicacién C. Para hallar sobre
la recta A B el punto C de aplicacién de la resultante, nos valdremos del
teorema de los momentos tomando por centro el punto que nos convenga,
que sera el punto A de aplicacién de la fuerza F. Sabemos que el momento
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de la resultante F'— F" es igual a la suma de los momentos de las fuerzas
F' y F’. El momento de la fuerza F es cero (ya que el centro de momentos

estd en la direccion de la fuerza); por lo tanto, el momento respecto al

punto A de la resultante F'— F” sera igual al momento de la fuerza F’ res-

pecto al mismo punto, lo cual exige, dado el sentido que ha de tener la re-
sultante, que el punto C se halle respecto del punto A en el lado opuesto al
del punto B, a fin de que los dos momentos considerados puedan tener el
mismo signo. Siendo Aa y A b los respectivos brazos de palanca de la re-
sultante y de la fuerza F’, tendremos, segtn lo dicho antes:

(F—F)YAa=F XAb

de donde

F—F" Ab
Y g Aa

Ahora bien, los triangulos semejantes A aC y A b B dan
r . B

Ab AB
Aa AC

proporcion que, comparada con la anterior, da

F—F AB
B’ AC

de la que
F’ <A B
AC -
o

Fijada la posicion del punto C por la igualdad anterior, «
queda resuelto.

1 problema

OBSERVACION. — Las fuerzas iguales, paralelas y de sentido contrario
no tienen resultante, ya que F — F’ =0, v en este caso se dice que las
fuerzas forman un par. M4s adelante nos ocuparemos de los pares de

fuerzas.

42, Consideremos ahora diversas fuerz

paralelas, de sentidos diferen-
tes, situadas en un mismo plano. Supongamos, por ejemplo, que se trata
de las fuerzas P, @, S y T (fig. 36). Para hallar su resultante operaremos
del siguiente modo: Buscaremos la resultante R de las fuerzas P v €, segin
lo que hemos dicho en el n.® 40, Luego, compondremos la resultante E con
la fuerza S, y obtendremos (n.° 41) la fuerza resultante R’. Por ultimo,
compondremos la resultante R’ con la fuerza T, y obtendremos la fuerza R”

a
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MECANICA ELEMENTAL 41

que serd la resultante de todas las fuerzas del sistema. Ahora bien, R” es
equipolente a la suma geométrica de las fuerzas 7' y R’, y como R’ es equi-
polente a la suma geométrica de las fuerzas R v S, resulta que R” sera
equipolente a la suma geoméirica de las fuerzas 7. S v E. Pero la fuerza R
es equipolente a la suma geométrica

de las fuerzas P y @; por lo tanto, 35
R” sera equipolente a la suma geo- e e
métrica de las fuerzas P, Q, S y T del pis o

tema. En este caso, por ser pa- ST l
ralelas las

1

fuerzas, la suma geométri- T b
ca equivale a la suma algebraica,
Vemos, pues, que la resultante del

sistema de fuerzas paralelas conside- ¥ X R =

rado es paralela a las fuerzas y vale P

la suma algebraica de sus intensi
des (siendo suma algebraica, porque Q

hay que tener en cuenta los sentidos).

Determinemos los momentos. EI
momento de la fuerza R” respecto a
un punto cualquiera es igual (n.° 39) e
a la suma de los momentos de las ALl

fuerzas B’ y T; el momento de la
fuerza R’ respecto al mismo punto es igual a la suma de los momentos de las
J fuerzas R y S, el momento de la fuerza R es igual a la suma de los mo-
mentc

s de las fuerzas P y @; por lo tanto, el momento de la resultante R”
respecto a un punto cualquiera sera igual a la suma de los momentos de las
fuerzas P, @, S y T respecto al mismo punto.

Lo que hem
i

C

s dicho del sistema de fuerzas P, Q, S y T dirfamos de
tema de cualquier nimero y sentido de fuerzas paralelas.

un s

Podria ser que al componer sucesivamente las fuerzas llegasemos eomo
resultado final a un par de fuerzas, caso que, no teniendo ninguna utilidad
practica, dejaremos de estudiar.

En resumen, considerando un si
rentes

tema de fuerzas paralelas y de dife-
sentidos con resultante, la cual puede ser cero, se verificarin las

proposiciones siguientes:

La. resultante del sistema es paralele o las fuerzas del sistema, y vale
la suma algebraica de las intensidades de todas ellas (es suma algebraica,
porque hay que tener en cuenta los sentidos de las fuerzas).

Bl momento de la resultante del sistema respecto a un punto cualquiera
es igual a la suma de los momentos, respecto al mismo punto, de todas las
fuerzas del sistema.

43. Equilibrio de un sistema de fuerzas paralelas situadas en un mismo

plano. — La condicién necesaria y suficiente para que un sistema de fuerzas
paralelas situadas en un mismo plano esté en equilibrio, es que la resultante
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del sistema sea nula, ya que entonces el sistema de fuerzas no podra mo-
dificar el estado de reposo o movimiento del cuerpo sdlido a que las fuerzas
estdn aplicadas. Siendo nula la resultante y, por lo tanto, nulo el mo-
mento de la resultante respecto a cualquier punto, los teoremas finales del
n. 42 dan origen a las condiciones de equilibrio que enunciaremos de la
manera siguiente:

Para que un sistema de fuerzas situadas enm un mismo plano esté en
equilibrio, es mecesario que la swma algebraica de las intensidades de las
If}u'}":gr,\- valga cero, y que la suma de los momentos de las _.f'ur'j',:rr.u regpecto a

cualquier punto valga también cero.

Ejemplo 1.°: Sea B C (fig. 37) una viga que pueda girar alrededor del
descanso O y a la cual van aplicadas las fuerzas F' y F' paralelas, cuyas
intensidades son, respectivamente, 80 ¥
30 kg y que tienen los sentidos indicados.
Queremos encontrar la fuerza paralela que
teniendo la direccion C D equilibre las fuer-
zas F' y F’. Representemos por P la fuer-
za buscada. En el descanso se desarrollara
una reaccion (que es la fuerza que hace el
descanso contra el sélido), que llamaremos
R y que serd paralela a las fuerzas. Las
fuerzas F, F', P y R formaran evidente-
mente un sistema en equilibrio.

LLa suma de los momentos de estas

fuerzas respecto a un punto cualquiera tie-
ne que ser cero (n.” 43). Si tomamos como
centro de momentos el punto O, el momento
de la fuerza R sera cero y tendremos, to-
mando como positivo el momento de la fuerza F’ y teniendo en cuenta los

FIG. 37

brazos de palanca marcados en la figura:

30 %4—80X34+PXb5=0

de donde resulta

=80 X 3 —30 X.4=120

El momento de P es positivo; por lo tanto, la fuerza P tendra el sen-
tido C D marcado en la figura.
La intensidad de la fuerza P es
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Tenemos, pues, resuelto el problema, puesto que conocemos la inten-
sidad de la fuerza buscada y su punto de aplicacién.
Para calcular la reaccién R del descanso consideremos (n.” 43) que la

suma algebraica de todas I:

fuerzas tiene que ser cero, y tendremos

de donde

y substituyendo
R—=24180—30="174 kg

es decir, que el signo R es igual al de F’; por lo tanto, el sentido de la

reaccion sera igual al de la fuerza F'.

Ejemplo 2.°: Una viga, descansando por extremos, sostiene las

in colocadas

cargas (pesos) indicadas en la fig. 38 Las distancias a que e
son también indicadas en la figura. Queremos
saber cuales son las fuerzas o reacciones ver-

ticales que hacen los descansos A y B de la I A

viga. Representemos por R y R’ las reaccio- ‘

nes en los descansos A y B. Las cargas dadas I

. " = 2 10m -

junto con las reacciones R y R’ formarin un | AT SR

sistema en equilibrio. Para determinar R y R’ T am l ﬁe
5 podremos aplicar lo que hemos enunciado en e 80 Kg

el n.° 43, o |

Tomemos como centro de momentos el
ivo el momento de una
de las cargas, por ejemplo la de 120 kg; la

punto A y como posi

20q Ky
suma de los momentos de todas las fuerzas e
tiene que ser cero, y teniendo en cuenta que el Te oo
momento de la reacciéon E es cero (para que
asi fuera. hemos colocado precisamente el centro de momentos en el pun-
to A), tendremos:

120 2200 4,51 50 %75+ R 10 0

va que los brazos de palanca de las fuerzas de 200 kg, 50 kg v R’

son, repectivamente, 2m, 4,5m, 7. 5m v 10m

De la igualdad anterior deducimos:
R 10 =— 240 —900;— 376 = —1515
El momento de la fuerza R’ es negativo; por lo tanto, el sentido de

la fuerza R’ serd el marcado en la figura, ya que la fuerza R’ es de signo
contrario al de la fuerza 120 kg, que hemos considerado como positivo.
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El valor de R’ es:

151,56 kg.

R+ 120

de donde

=1}

cargas, o sea igual al de R’.

44 MECANICA ELEMENTAL

1616

151,56 kg
10

El signo (—) proviene del signo del momento que sabemos ha servido
para fijar el sentido de la fuerza R’. La

intensidad de R’ es, pues, de

Conocida la fuerza R’, para hallar la fuerza R nos fijaremos en que la
suma algebraica de todas las fuerzas tiene gue ser cero; por consiguiente,

tomando como positivo el sentido de las cargas, tendremos:

200 4+ 50 —151,6 =10

R=—218,5
El signo (—) indica que el sentido de la fuerza R es contrario al de las

Las dos reacciones buscadas R y R’ van, pues, de abajo arriba, y

tienen por intensidades respectivas 218,56 ¥

' e 5 151,56 kg.
Y f; Ejemplo 3.°: Dadas la disposicién de
# A : S cargas y descansos indicados en la fig. 39,
f R “"‘:l encontrar las reacciones verticales R y R’
j , jER -aM s de los descansos.
oSO i am '1 Siguiendo una marcha andloga a la del
!q am. . 100 ®e  problema anterior y tomando por centro de
* momento el punto A (a fin de que el mo-
200 Kg mento de R sea cero) y como positivo el
G a0 momento de la fuerza de 100 kg, tendre-
mos:
100 X 5 200 X 2—50 X 1 RS 3=—=10
de donde
R’ X 3 = 50 — 400 — 500 = — 850

El momento de R’ es negativo; por lo tanto, el sentido de la fuerza R’

sera de arriba abajo al objeto de que su momento pueda ser de signo con-
trario al de la carga de 100 kg, que hemos convenido tomar como positivo.

Prescindiendo del signo (—) que procede del momento y que nos ha
servido para determinar el sentido de la fuerza R’, la intensidad de dicha
fuerza es:

850
R — =283,3 kg
L7

Arxiu General de la Diputacié de Barcelona. Biblioteca




MECANICA ELEMENTAL 45

Para encontrar R, nos fijaremos en que la suma algebraica de las fuer-
zas debe ser cero, y tomando como positivo el sentido de las cargas (o sea
el sentido de arriba abajo), tendremos:

283,3 4+ 50 4+ R + 200 100 =0

de donde

el signo (—) quiere decir que el sentido de la reaccién R es de abajo arriba,
va que hemos convenido en tomar como positivo el signo de arriba abajo.

44, La resultante de dos fuerzas parale- A s
las y del mismo sentido puede encontrarse e
graficamente de una maiera muy sencilla que i ‘.-"/ J
conviene saber. i
Sean las fuerzas F y F’ de la fig. 40 y : :
su resultante F -+ F’. Segun hemos visto en :
el n.° 40, se verificara la proporeién siguiente: & |
: =gl
F B
(1) B
F  CA g
de la cual se deduce un método grafico para V¥

encontrar la situacion del punto C sobre la For
recta A B. En efecto; en la direccién de la
fuerza F' y en su mismo sentido tomemos la
magnitud A a igual a la intensidad de la fuer-

za F', y sobre la direccién de la fuerza F’ y

F1G. 40

en sentido contrario tomemos la magnitud B b
igual a la intensidad de la fuerza F. Uniendo después el punto a con el
punto b, la recta a b corta a la recta A B en el punto C, que es de aplicacién

de la resultante. En efecto, los tridngulos semejantes Ca A vy CB b dan:

Bb CEB
Aa CA
Y.porger Bb=F y Aa=F,
B’ CB
F CA

que es precisamente la misma relacién (1); por lo tanto, el punto C encon-
trado de la manera gréfica anterior es el de aplicacién de la resultante.

Arxiu General de la Diputacié de Barcelona. Biblioteca




46 MECANICA ELEMENTAL

Este procedimiento, aplicado sucesivamente a las fuerzas de un sis-

tema de fuerzas paralelas y del mismo sentido, nos daria la resultante del

sisten Para encontrarla, compondriamos primero dos de las fuerzas,

después la resultante de éstas con otra de las fuerzas del sistema, y asi su-
cesivamente hasta llegar a encontrar la resultante del sistema. ;
e (_ y

45. Par de fuerzas. — Ya hemos dicho antes (n.” 41) que denomina-
mos par a dos fuerzas iguales, paralelas y de sentido contrario, y sabemos
también que las fuerzas de un par no pueden ser compuestas y carecen de
resultante.

Un par, aplicado a un cuerpo sélido, no puede estar en equilibrio, puesto
que haciendo fijo el punto de aplicacion de una de las fuerzas del par,
para que pudiera haber equilibrio seria preciso
que la direccion de la otra fuerza del par pasara
por el punto que hemos supuesto fijo, lo que no

1}
et puede ser, ya que las fuerzas del par son paralelas.
: 46. Momentos de un par. Tomando (fig. 41)
Rt SR i la suma de los momentos de las fuerzas F y F del
i par respecto a un punto cualquiera C del plano
4 del par, considerando como positivo el sentido de
: + la rotacion de las agujas de un reloj, y teniendo
E ' en cuenta lo expuesto en el n.° 38, tendremos que
M- ------:‘.----C_a esta suma de momentos sera:

FXCM—FXCN=F(CM—CN)=F XMN
FIG. 41

y, por ser M N =A B (la recta A B es perpendicu-

lar a las fuerzas), la suma de los momentos de las
fuerzas del par respecto a un punto cualquiera serd constantemente igual a

FXAB

Este producto se denomina momento del par. La magnitud A B es
el brazo de palanca del par.

Cambiando el sentido de las fuerzas del par, cambia el signo del mo-
mento del par.

Uniendo los extremos de una de las fuerzas del par, por ejemplo la A D,
con un punto cualquiera S de la direccion de la otra fuerza, se forma el
triangulo A D S, cuya &rea, tomando A D como base y A B como altura,
tiene por expresiom

ADXARB
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y como A D representa la intensidad F de la fuerza, el 4rea del tridngulo
es proporcional al momento F' > A B del par y, por lo tanto, puede servir
para representarlo.

47. Consideremos el par F, F' de la fig. 42. Sabemos que introdu-
ciendo las fuerzas A C y A’ C’ iguales y opuestas, en nada alteraremos el
estado del cuerpo al cual se aplican.
Las fuerzas A C y A B dan la resultan-
te AD ylas A'C’ y A’ B’ la resultante
A’'D’; por lo tanto, las fuerzas A D y
A’ D’ equivalen al par F, F. Sera facil
ver que los triangulos ADC y A'B’ D’

son iguales y tienen sus lados paralelos;

por consiguiente, las fuerzas AD Yy
A’ D’ forman otro par equivalente al FIG. 42

primero. Ahora bien, el momento del

par F, F viene representado (n.” 46) por el area del tridngulo A A’B y el
momento del par A D, A’ D’ por el area del triangulo A’ A D. Si suponemos
que la base comun de estos dos triangulos es A A’, como los vértices B y D
estan colocados sobre una paralela a la base comun, las alturas son iguales;
por lo tanto, tendran igual Area, es decir, que los momentos de los dos pares
equivalentes considerados seran iguales en valor y signo (dado el sentido
rotativo de las fuerzas que los componen). En resumen: lo que caracteriza
un par es su momento. Dos pares de igual momento (en valor y signo),
son equivalentes.

48. Para equilibrar dos pares de fuerzas basta que sus momentos sean

iguales y de signo cotrario, ya que entonces uno cualquiera de los pares

3 equivale al otro par cambiando el signo de las fuerzas y, por lo tanto, lo
neutraliza o anula, produciendo el equilibrio.

Ejemplo: Sea (fig. 43) F, F las dos fuerzas de un par que valen 20 kg

y supongamos que el brazo de palanca es de 27, Queremos encontrar un

par P, P que equilibre el par dado

y cuyo brazo de palanca sea

20 xa
de 3m,

. Como los momentos de los pa-
res deben ser iguales y de signo
contrario, sera en valor absoluto:

' e el F
: 2052 =Py
e -2m- . :
: r .
i B de donde se infiere:
90Kq 20 X 2
P= =18;3°kg
FIG. 43 3

Arxiu General de la Diputacio de Barcelona. Biblioteca




MECANICA ELEMENTAL
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El sentido de las fuerzas del par P, P es el indicado en la figura, puesto
que los momentos de los dos pares considerados han de ser de signo contrario.

OBSERVACION. — Como quiera que el momento de un par es constante
cualquiera que sea el centro de momentos, la manera mas sencilla de en-
contrarlo es situar el centro de momentos en un punto cualquiera de las
fuerzas del par, y entonces el momento de la otra fuerza es en valor y signo
el valor del momento del par. Respecto al signo, recordar lo que hemos

dicho en el n.” 37.

49. Fuerzas paralelas y de un mismo sentido, no situadas en un mismo
pluno. — Consideremos (fig. 44) diversas fuerzas paralelas y de un mismo

sentido, tales como las F, F’, F"... aplicadas
M g diversos puntos A, B, C... de un soélido in-
. variable, y vamos a encontrar la resultante de
1' las fuerzas consideradas.
Componiendo las dos fuerzas F' y F’ ob-
sultante B’, que sera

tendremos (n.° 40) su re

¥ igual a F -+ F’, y su punto de aplicacion M’
dividira a la recta A B en dos partes inver-
samente proporcionales a las fuerzas F' y F”,
como hemos visto en el n.” 40; después com-

pondremos esta resultante parcial R’, con una

FIG. 44

tercera de las fuerzas dadas, por ejemplo la
F”, obteniendo una segunda resultante par-

cial R” que sera igual a R'-+F” o a FF F' | F”, ya que R’ es igual a
F -} F”, y sera aplicada a un punto M” tal que los segmentos M” M’ y M” C
sean inversamente proporcionales a las fuerzas R’ y F” (n.° 40); después,
compondremos R” con otra de las fuerzas, por ejemplo la F"” y asi segui-
riamos hasta llegar a componer la dltima resultante parcial con la tultima
fuerza del sistema, obteniendo de esta manera la resultante de todas las
fuerzas del sistema. Esta resultante sera igual a la suma F + F’  F” |- ...
de las fuerzas del sistema, paralela a ellas, y con el mismo sentido y su
punto de aplicacién M serd dado por la serie de operaciones que determinan
los puntos de aplicacién de las diversas resultantes parciales E’, R”, ...

50. Centro de fuerzas paralelas. — Continuando lo que hemos dicho
en el nimero anterior, fijémonos en que las posiciones de los puntos de
aplicacion M’, M”, ... de las sucesivas resultantes parciales R’, B”, ... ¥,
por lo tanto, el punto de aplicacién M de la resultante final, no dependen
en nada de la direccién de las fuerzas, sino solamente de los puntos de apli-

cacion A, B, C, D, ... de las fuerzas F, F’, F”, F’”, ... y de su intensidad
relativa. La consecuencia de lo que acabamos de decir es que si cambia-
mos la direccion de las fuerzas, conservandolas paralelas y de un mismo
sentido sin wvariar intensidades, el punto de aplicaciéon de la nueva re-
sultante sera el mismo. Este punto M, por el cual pasa siempre la direc-
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cién de la resultante de un sistema de fuerzas paralelas y de un mismo
sentido aplicadas a diversos puntos de un cuerpo sélido, cualquiera que
sea la direccién de las fuerzas que componen el sistema respecto a sus pri-
mitivas direcciones, se denomina centro de fuerzas paralelas. Fijémonos
también en que si cambidramos las fuerzas del sistema por otras que les fue-
ran proporcionales, el centro de las fuerzas paralelas seria el mismo, puesto
que en su detéerminacién intervienen solamente las relaciones por cociente
entre las intensidades de las fuerzas.

Aclararemos todo lo que acabamos de ___’D
decir con unos ejemplos. _ 7
1 X jisam »
51. Ejemplo 1.°: Encontrar el centro s . A X
de fuerzas paralelas correspondiente a las 2l i o= 3
cuatro fuerzas paralelas y de un mismo /
sentido aplicadas en los puntos A, By C ¥ 'f( :
D (fig. 45), cuyas intensidades respectivas k i /
g, 5 kg. Supongamos HEESS e

son 3 kg, 4 kg, 2 kg y
que los puntos A, B, C y D no estan situa- e
dos en un mismo plano. Pre. 4b
La resultante de las fuerzas 3 kg vy
-

4 kg valdra 7 kg, y estard aplicada al punto M’ de la recta A B, determi
nado por la proporcion:

M B 3
& M A
de la cual deducimos
M B 3
MA4+MB 3+ 4

de donde

MB=_(A+MB =—_AB

i i

Uniendo ahora el punto M’ (cuya posicion nos es perfectamente co-
nocida) con el punto C y buscando de una manera andloga la resultante
de las fuerzas 7 kg v 2 kg, veremos que esta resultante valdra 9 kg y su

punto de aplicacion M”, situado en la recta M’ C, seri determinado de Ja

de la manera siguiente:

M C 7 M’ C 7 7
; eI M C
MM 2 M'CH+M'M  T+2 9
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Buscando, por ultimo, de manera analoga, la posicion M del punto de
aplicacién de la resultante de las fuerzas de 9 kg y 5 kg, tendremos:

M D 9 M D 9 9
M D M” D

MM 5° MD+MM? 549 4

Conocemos, pues, la posicién del punto M centro de fuerzas paralelas
buscado.

Con este ejemplo se ve claramente que en los caleulos que han servido
para determinar el punto M no han intervenido para nada las direcciones
de las fuerzas. Si las fuerzas dadas girasen alrededor de sus puntos de
aplicacién y se colocaran paralelamente a la recta ab de la manera indi-
cada en la figura, el punto M serfa también el centro de fuerzas paralelas
correspondiente al nuevo sistema. La resultante correspondiente valdria,
como antes, 14 kg, siendo paralela a la recta ab y teniendo su punto de
aplicacién en el punto M. Fijémonos también que si multiplicamos o di-
vidimos las intensidades de las fuerzas por un mismo ntmero, las posiciones
de los puntos M’, M” y M no varian;
por lo tanto, al busecar el centro de fuer-
zas  paralelas podemos substituwr las
' _;'Hg,'_',‘r!.».- dadas por otras JrJ.l'ull.',«rj.l'r'g‘-.ru‘h’f|"t',\'_.
; cosa 6ésta muy importante, como mas

adelante veremos.
Same ol Para encontrar las diversas resul-
2 tantes parciales nos habriamos podido
; valer del método grafico explicado en el
B 6'_«0 N’ AL—I..I ;
Ejemplo 2.°: Encontrar el centro de

. fuerzas paralelas correspondiente a tres
pila fuerzas paralelas aplicadas en los puntos

[ A, B v C de un cuerpo sélido (fig. 46),

Zilg cuyas intensidades respectivas son 4 kg,

{r 3 kg v 6 kg.

13 ng Como el CENTRO DE FUERZAS PARALE-

G AR LAS es independiente de la orientacion
de las fuerzas, podremos suponerlas si-
tuadas en el plano determinado por los

tres puntos A, B, C, que sera el plano del dibujo.

Siguiendo el método grafico (n.” 44), llegariamos facilmente a deter-
minar el punto M, como vemos en la figura. Podriamos también haber
seguido el método analitico, como hemos hecho en el ejemplo anterior.
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CENTRO DE GRAVEDAD

52. Definicion de centro de gravedad. — Los cuerpos estidn sometidos
por parte de la tierra a una atraccion que afecta todas sus partes, por pe-
quenas que sean. Ista atraccion se denomina gravedad.

Si suspendemos (fig. 47) un cuerpo M por medio de una cuerda o hilo,
al cabo de cierto tiempo el sistema cuerda y cuerpo quedari en equilibrio
v la cuerda tomara la direccién vertical (plomada). La
fuerza que soporta la cuerda (tensién) es igual y contra- §\\\\‘\\:\\\\\‘ N
ria a la accion de la gravedad sobre el cuerpo, lo que &M—\*—)
evidencia aue esta accion equivale a una fuerza que tiene
la direcciéon de la vertical y el sentido de arriba abajo.
[Esta fuerza constituye el peso del cuerpo y la medimos en
kilos. Por pequenas que sean las dimensiones del cuer-
po, tiene lugar lo que hemos expuesto: su peso seria ver-
tical y el sentido de arriba abajo; por lo tanto, el peso de
un punto material tendra la direcion vertical y el sen-
tido de arriba abajo. FIG. 47

Asimilando un cuerpo sélido a un sistema invariable
de puntos materiales, cada uno de estos puntos tendri su peso correspon-
diente, y el peso del cuerpo sera la resultante de los pesos de los puntos
materiales que lo componen. Ahora bien, los pesos de dichos puntos mate-
riales, por ser todos verticales y del mismo sentido, forman un sistema de
fuerzas paralelas al cual podremos aplicar lo que hemos dicho en el n.° 50.
Ciertamente que en este caso no podemos variar la direcciéon de los pesos
de los puntos materiales que componen el cuerpo, como hemos supuesto que
haciamos para llegar a la nocién del centro de fuerzas paralelas; lo que si
podemos hacer es variar la posicién del cuerpo haciéndolo girar de diferentes

<

modos, lo que equivale a hacer variar las direcciones de los pesos de los
puntos materiales respecto al cuerpo considerado. En este caso, el centro de
fuerzas paralelas correspondiente a los pesos de los puntos materiales que
componen el solido se llama centro de gravedad. Sea cualquiera la posicién
del cuerpo, su peso, que es precisamente la resultante del sistema de fuerzas
paralelas correspondientes a los pesos de sus puntos materiales, serd ver-
tical y pasara por el centro de gravedad del cuerpo, pudiéndose considerar
este punto como un punto de aplicacidn.

Un cuerpo suspendido de un hilo se colocara de manera que la direc-
cién vertical del hilo pase por el centro de gravedad del cuerpo. Si un
cuerpo que puede bascular, como indica la fig. 48, estd en equilibrio, ten-
dra su centro de gravedad G en el plano vertical que pasa por la aris-
ta A B.

Arxiu General de la Diputacié de Barcelona. Biblioteca




b2 MECANICA ELEMENTAL

53. Si en vez de un cuerpo considerisemos un conjunto de cuerpos,
unidos entre si invariablemente, encontrariamos el centro de gravedad de
su conjunto buscando el centro de fuerzas pa-
ralelas correspondientes a los pesos de cada
uno de los cuerpos que forman el conjunto
considerado.

Ejemplo 1.": Encontrar el centro de gra-

vedad del conjunto formado por dos cuerpos
de igual peso P que tienen los centros de gra-
vedad respectivos
en A y B (fig. 49). e __é"\
Segun hemos visto, la resultante de las dos Qj M
fuerzas (en este caso pesos) es igual a la suma
de ambos pesos y su punto de aplicacion M tiene
que dividir la recta A B en dos partes inver-

FIG. 49

samente proporcionales a estos pesos: por lo tanto tendremos

A M P!

MEB J
de donde

AM=MB

v, por lo tanto, M es el punto medio de A B. Este punto M es el centro
de gravedad del conjunto de los dos cuerpos considerados.

Ejemplo 2.°: Los centros de gravedad de cuatro cuerpos cuyos pesos
son 2 kg, 5 kg, 6 kg v 4 kg son los cuatro vértices del tetraedro A BC D
(fig. 50). Encontrar el centro de gravedad de su conjunto.

Segtn hemos dicho antes, hay que encontrar el
AR~ centro de las fuerzas paralelas 2 kg, 5 kg, 6 kg y

/ 1'\_\ 4 kg, v seguiremos la marcha del ejemplo del n.° 15.
; 2 _r‘~c,_\\\ Supongamos que la recta A B valga 5m. EIl punto
i =t de aplicacion M de la resultante de las fuerzas 2 kg
P v 5 kg es determinado por la relacién
M B 2
a Kg MA 5
de donde deducimos
MA-+MB 245 7
Fic. 50 M B = 2 = -.J-
0 sea
2 9 2 10
MB=—(MA-+MB) = AR = X =1,43m
i i i i
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Supongamos que la arista CD valg:

4m, El punto de aplicacion N

de la resultante de las fuerzas 4 kg y 6 kg es determinado por la relacion:

N ( |
ND 6
de donde resulta
NC 4
NC+ND 146
y por lo tanto,
| 1
NC CD < 4 —=1,6m
10) 10)

Ahora vamos a buscar el punto de aplicacion de las fuerzas aplicadas en
los puntos M y N, que valen, respectivamente, 7 kg y 10 kg. Mediremos
la distancia M N y supondremos que vale 6m. El punto G de aplicacién
de la resultante es determinado por la relacion:

GM 10
GN T
y de donde

GM 10

MN 17

y, por lo tanto,
10 10
G M - MN 6 = 3,53m
17 17

Conocemos, pues, la posicion del punto G que es el centro de gravedad
buscado.

De manera aniloga operariamos en otros casos.

Habriamos podido proceder graficamente en las composiciones parciales
aplicando el método del n.” 44.

CENTROS DE GRAVEDAD DE LOS CUERPOS GEOMETRICOS
54. La nocién del centro de gravedad se hace extensiva a los sodlidos

geométricos materializandolos, o sea convirtiéndolos en sdlidos materiales
homogéneos, que son aquellos cuyos puntos materiales son iguales y estan
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uniformemente distribuidos en el volumen ocupado por el sélido considerado.

Anélogamente se hace extensiva la nocién del centro de gravedad a
las superficies y lineas geométricas materializandolas, o sea imaginando
que los puntos geométricos que las forman se convierten en puntos mate-
riales iguales y uniformemente distribuidos. Un alambre da idea de la
materializacién de una linea; una hoja de papel o de hojalata, de una su-
perficie.

Vamos a hacer aplicacion de lo dicho con unos ejemplos.

CENTRO DE GRAVEDAD DE LINEAS

55. Centro de gravedad de un segmento de recta. — Si el segmento rec-
tilineo es A B (fig. 51), su centro de gravedad se encuentra evidentemente
en su punto medio M.

]
]

=73 56. Centro de gravedad de wuna linea poligo-
: nal. — Sea la linea poligonal A BC D (fig. 52)

¥IG., o1 Los centros de gravedad de las rectas A B, CB

y C D se encuentran en sus puntos medios respecti-
vos M, M’ y M”. Para encontrar el centro de gravedad del conjunto, nos
valdremos de las consideraciones siguientes: Si materializamos las lineas
consideradas, como sus pesos seran eviden-
temente proporcionales a las longitudes res-
pectivas de dichas lineas y en la investigacion
del centro de fuerzas paralelas se pueden subs-
tituir las fuerzas por magnitudes a ellas pro-
porcionales (n.® 51), substituiremos los pesos
por las longitudes [, I' v ", de las lineas A B,
CB CD, y operaremos como si las fuerzas

aplicadas en los puntos M M’ y M valieran

I, ' y I”. Seguiremos la marcha del ejemplo M
del n.® 15 sin fijar las direcciones de las fuer- ©
zas I, ' y I”, ya que sabemos que el centro de FIG. 52

fuerzas paralelas es independiente de ellas.
La resultante de las fuerzas [ I’ aplicadas a los puntos M y M’, vale (I} )
y esta aplicada al punto ' determinado por la relacion

M (: K
em 1
de donde
MG r
GCM+MG 5 U1
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¥y, por lo tanto,

MG=MD>MN

Si la distancia M M’ (que siempre podemos conocer, ya (ue cONocemos
la linea poligonal) vale d, tendremos

M G’

Para encontrar la resuitante de las fuerzas ([ [I') y [” operaremos
de un modo andlogo al anterior, y siendo G el punto de aplicacién de la

resultante buscada, tendremos

GM” 14D G M’ 47
GG PO GM I GCE 4T 4P
de donde

GM'=G"M"

formula que da la posicién del punto G, ya que la distancia G M” siempre
puede calcularse conociendo la situacion de los puntos G y M”.
El punto G es el centro de gravedad buscado. Si la linea poligonal,
plana o no, tuviera méas lados, operariamos de un modo analogo.
Habriamos podido proceder también graficamente (n.® 44).
57. Si una linea poligonal o curva tiene un eje de simetria, el centro
de gravedad de la linea considerada debe estar
situado en este eje. =
En efecto, sea por ejemplo, la linea parabo-
lica A B C (fig. 53), que tiene el eje de simetria
BI. A un punto material m de dicha linea (su- m
puesta materializada) correspondera, en virtud de
la simetria, otro punto m’, y la distancia m a se-
ra igual a la m’a. El conjunto de puntos m ¥y e

m’ tendra su centro de gravedad en el punto me-
dio @ de la recta m m’ normal a BI y esta sobre
el eje de simetria (ya que los puntos materiales
son de igual peso). Resulta de ello que podremos
distribuir todos los puntos de la linea A B C en grupos de un par de puntos
cada uno de ellos; los centros de gravedad de cada uno de dichos grupos se
encontrara sobre el eje de simetria; por lo tanto, el centro de gravedad de
dichos centros de gravedad parciales, que es el centro de gravedad de la
linea, también se hallari sobre el eje, como queriamos demostrar.
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Si hay dos ejes de simetria, el centro de gravedad, que ha de encon-
trarse sobre cada uno de ellos, se encontrara en su intersececion.

Si la linea tiene un centro de simetria, el centro de gravedad coinci-
dird con él, ya que podremos disponer los puntos materiales que componen
la linea en grupos de dos puntos cada uno, simétricamente colocados res-
pecto a dicho centro; pero, como cada par de puntos tendria su centro de
gravedad en el punto medio de su distancia, o sea en el centro de simetria,
v esto tendra lugar para todos los grupos, el centro de gravedad total coin-
cidird con el de simetria.

Asi, si el contorno poligonal es un rectiangulo o un cuadrado, su centro

de gravedad seri el centro de simetria. Si la linea curva

T\ es una circunferencia o una elipse, su centro de figura o
de simetria sera el centro de gravedad.

\ En los poligonos regulares, sus ejes de simetria pa-

san por el centro de la circunferencia circunscrita al poli-

\ gono; el centro de dicha circunferencia sera, pues, el cen-

tro de gravedad del poligono regular que se considere.

En un triangulo isdsceles, la altura A I (fig. 54) es

un eje de simetria sobre el cual se encontrara el centro

\ de gravedad de su perimetro.

FiG. b4

CENTROS DE GRAVEDAD DE SUPERFICIES PLANAS

58. Si una figura plana tiene un eje de simetria, alld se encontrara
situado el centro de gravedad de la superficie de la figura considerada. En
efecto, el eje de simetria divide la figura en dos partes iguales y simétri-
camente colocadas respecto a él. Al suponer materializada la superficie
resultard, en virtud de lo que hemos dicho, que los pesos de las dos partes
antes consideradas serdn iguales y tendran sus puntos de aplicacion simé-
tricamente colocados respecto al eje de simetria. La resultante de los dos
pesos anteriores, o sea el peso total, tendrd su punto de aplicacion, que es
el centro de gravedad de la figura, en el punto medio de los puntos de apli-
cacion de los dos pesos parciales considerados y, por lo tanto, en el eje de
simetria, ya que estos puntos son simétricos respecto a dicho eje.

Si hay dos ejes de simetria, su interseccion determina el centro de
gravedad.

Si hay un centro de simetria, podremos agrupar los puntos materiales
constitutivos de la superficie al materializarla, en grupos de un par de
puntos simétricamente situados respecto a dicho centro; cada grupo tendra,
por lo tanto, su centro de gravedad en el centro de simetria; el centro de
gravedad del conjunto de los grupos, o sea de la superficie de la figura,
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estard también en coincidencia con dicho centro de simetria, como queria-
mos demostrar,

59. FEl circulo, el rectangulo y el cuadrado tienen centro de simetria
o centro de figura, que sera el centro de gravedad de sus superficies. Lo
mismo seria en la superficie de una elipse, que, como sabemos, tiene centro.

Las superficies de los poligonos regulares tienen su centro de gravedad
en el centro de la circunferencia a ellos circunscrita, ya que sus ejes de si-
metria pasan por dicho centro.

60. Centro de gravedad del tridngulo. — Consideremos un tridngulo
cualquiera A BC (fig. 55). Unamos el vértice C con el punto medio D
del lado A B, vy obtendremos la mediana C D.
Al suponer materializada la superficie del
triangulo, una linea material cualquiera pa-
ralela a la base A B del triangulo, por ejemplo
la M N, tendra su centro de gravedad en su
punto medio S, que estd situado sobre la me-
diana CD. Cada una de las lineas materia-
les paralelas a la A B y que constituyen la
superficie del triangulo tendri, pues, su cen-
tro de gravedad colocado sobre la mediana
C D. Por lo tanto, el centro de gravedad total
estara también colocado sobre la mediana con-
siderada, ya que dicho centro de gravedad es FIG.
el centro de gravedad de los centros de gra-
vedad parciales anteriormente considerados, los cuales se encuentran todos

sobre dicha mediana.

Por analogas razones, el centro de gravedad de la superficie del tri-
angulo se encontrard sobre las demas medianas B H y A J, coincidiendo,
por lo tanto, con su punto de concurso . En Geometria se demuestra que

1
GD=—CD

61, Cuadrilatero

o Y trapecio. Sea (fi-
gura 56) el cuadrila-
tero A BCD. Trace-
mos la diagonal A D

y la superficie del
cuadrilatero quedara

dividida en dos tridn-
gulos ABD y ACD,
FIG. 56 cuyos centros de gra-
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vedad se encontraran en los puntos M y N, que corresponden a las terceras
partes MH y N H de las respectivas medianas BH y CH. Al materiali-
zar la superficie del cuadrildtero A B C D los pesos de los tridngulos A B D y
ACD que lo componen serdn aplicados, en virtud de lo antedicho, a los
puntos M y N y serédn proporcionales a las dreas de dichos triangulos. Il
centro de gravedad de la superficie del cuadrilatero serd el punto de apli-
cacion de la resultante de los dos pesos concentrados en los puntos M y N.

El punto G de aplicacién de dicha resultante dividird la recta M N
en dos partes inversamente proporcionales a estos pesos y, por lo tanto,
a las areas de los tridngulos ABD y ACD, que ya hemos dicho que les
eran proporcionales. Como los tridngulos A BD y A CD tienen la misma
base A D), sus areas seran proporcionales a las alturas BT y CJ; estas
alturas son proporcionales a las distancias BK y CK (siendo BC la se-
gunda diagonal del cuadrilatero) en virtud de la semejanza de los trian-
gulos BTK y CJK; las distancias BK y CK son propocionales a las
MS y SN, por ser partes de las paralelas BC y M N, cortadas por las
secantes HB, HK y H C.

En resumen, las dos partes en que el punto G divide a la recta M N
estdn en razén inversa de las partes M S y S N de dicha recta; por lo tanto,
el punto G se encontrara del punto N a una distancia igual a S M, o bien
a una distancia del punto M igual a S N; siendo ésta la manera de encontrar
facilmente el centro de gravedad de la superficie de un cuadrilatero.

Consideremos ahora el trapecio A BC D (fig. 57). Tracemos la diago-
nal A C y tendremos dividido el trapecio en dos triangulos ABC y ACD,

cuyos centros de gravedad

M c - 5 m

S e —— seran los puntos S y T, que
ol 5 \ sabemos encontrar por lo

= . o
e : \ gque hemos dicho en el n.” 60.
A mri ' =3 o 'r \ Al materializar la superficie
e 1 \e del trapecio, los pesos de los
& = o tridngulos anteriores seran
e aplicados a los puntos S y T’
FIG. 57 y, por lo tanto, el punto de

aplicacién de su resultante,
que es el centro de gravedad del trapecio, estard colocado sobre la recta S 7.
Uniendo los puntos medios M y N de los lados BC y A D del trapecio
obtendremos la mediana M N, sobre la cual, por analogas razones a las
dadas en el caso del triangulo, debe hallarse el centro de gravedad del tra-
pecio. El centro de gravedad buscado se encuentra, pues, sobre las rec-
tas MN y ST; por lo tanto, sera su punto de interseccion @, siendo éste
uno de los modos de buscar el centro de gravedad del trapecio.

62. El centro de gravedad de la superficie de un poligone wrregular

se buscara descomponiéndolo en triangulos (fig. 58), cuyos centros de gra-
vedad A, B y C sabemos encontrar. Al suponer materializada la super-
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MECANICA ELEMENTAL 59

ficie del poligono, con el fin de buscar su centro de gravedad, podremos
substituir los pesos de dichos triangulos por sus areas, que les son proporcio-
nales, v buscar el centro de fuerzas paralelas

correspondiente de la manera indicada con los
ejemplos de los ntiims, 51 y 53.

A 2
B Bl
63. Siempre que la figura plana sea des ; v Oa
componible en figuras cuyo centro de grave- A o i ey
dad sea conocido, podremos encontrar el cen- _// i
tro de gravedad de la superficie de la figura ; i 0%
considerada. Para conseguirlo, operaremos di- oSk
1G. 2

cha descomposicién y buscaremos los centros
de gravedad parciales correspondientes. Su-
pondremos aplicadas a dichos centros de gravedad parciales fuerzas parale-
las de intensidades iguales o proporcionales a las areas de las figuras
parciales correspondientes, y el centro de estas fuerzas paralelas serd el
centro de gravedad buscado. Encontraremos dicho centro de fuerzas pa-
ralelas siguiendo los métodos generales antes explicados (nameros 51 y 53).

64. Ejemplo 1.°: Hallar el centro de gravedad de la superficie de la fi-
gura plana de la (fig. 59), en la cual todos los angulos son rectos y BC =D E.
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FIG. 59

La dividiremos en los dos rectdngulos MNCB y M D FE A, cuyos cen-
tros de gravedad son, respectivamente, puntos P y Q. Para encontrar el
centro de gravedad del conjunto aplicaremos a los puntos PP y @ dos fuer-
zas paralelas cuyas intensidades sean proporcionales a las Areas de los
rectangulos considerados. Como los lados BC y D E son iguales, dichas
dreas seran proporcionales a los lados BM y M D. Por lo tanto, podre-
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60 MECANICA ELEMENTAL

mos tomar las fuerzas aplicadas a los puntos P y Q iguales a las rectas B M

y M D, y también tomar dichas fuerzas paralelamente a la recta A D.
Para encontrar el centro de fuerzas paralelas aplicaremos el método grafico
del n.® 44. Tomaremos sobre la recta A D
una longitud @ J igual a B M y sobre la
\ / paralea PS a la recta A D una longitud
1= P S igual a M D, y uniendo los puntos S
(W y J, la recta S J cortara la recta P @ en
. el punto G, que es el centro de gravedad
™ s buscado.
.G/ También habriamos podido seguir el
'-“{ método analitico (n.” 51).

= o= Ejemplo 2.°: Encontrar el centro de

Sair gravedad de la superficie representada en

A e la fig. 60.

A Por ser AB=AFE y BC=ED, la
FIG. 60, figura tiene el eje de simetria A 0. Como

en el ejemplo anterior, el centro de gra-

vedad debe encontrarse en la recta P Q, y como también ha de estar en el
eje de simetria A o, se hallard en el punto ¢ de su interseccion.

Ejemplo 3.%: Encontrar el centro de gravedad de la superficie de la

figura plana, dibujada y acotada en la fig. 61. La figura tiene el eje de
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FIG. 61

simetria A D sobre el cual se ha de encontrar el centro de gravedad que
buscamos.

Para encontrar su situacién, dividiremos la superficie de la figura en
los tres rectangulos MNP Q, RSTU y LIHJ, cuyos centros de gra-
vedad son, respectivamente, los puntos medios G, G" y G de las rectas
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AB, BC y CD. Las distancias de los puntos G'’ y G al punto G’ son,
respectivamente, 0,84m y 0,44m

Las mitades de las areas de los rectangulos MNPQ, RSTU y HLIJ
son, respectivamente, 0,112 m2, 0,06 m? y 0,05 m2.

Al suponer materializada la superficie considerada con el fin de buscar
su centro de gravedad, los pesos de los rectidngulos en que la hemos divi-
dido seran aplicados, respectivamente, a los puntos G° G” y G, y al buscar
el centro de fuerzas paralelas correspondiente, los podremos substituir por
fuerzas cuya intensidad les sea proporcional. Como dichos pesos son pro-
porcionales a las dreas de los rectangulos respectivos, también lo seran a
sus mitades, que ya hemos calculado antes, y también el resultado de mul-
tiplicar estas mitades por mil, con lo cual resultan los nimeros enteros 112,
60 y 50, que podremos tomar como intensidades de las fuerzas paralelas
aplicadas en los puntos ', G” y G'; ademads, podremos tomar las direc-
ciones de dichas fuerzas paralelas al lado M P. Para tener el centro de
gravedad buscado, tenemos que buscar el punto de aplicacion de la resul-
tante de las tres fuerzas 112, 60 y 50 aplicadas en los puntos G’, G” y G
Para ello recordaremos que el momento de la resultante respecto a un centro
de momentos cualquiera es igual a la suma de los momentos de las fuerzas
componentes respecto al mismo punto. A fin de simplificar, tomaremos
por centro de momentos el punto G’, con lo cual el momento de la fuerza
a él aplicada seri cero, y teniendo en cuenta que los brazos de palanca de
las fuerzas aplicadas a los puntos G” y G’ valen 0,44 y 0,84, y represen-
tando por [ el brazo de palanca de la resultante 112 4 60 4 50 = 222, ten-
dremos:

1% 222 =0,44 X 60 4 0,84 X 50

de donde deducimos el valor de [, que es

0,44 % 60 - 0,84 X 50
I= 0,308 m
222

En el centro de gravedad buscado G se halla, pues, a una distancia del
punto G’ igual a 0,308m hacia la derecha.

OBSERVACION. — En el ejemplo 1.° habriamos podido proceder del mo-
do siguiente: Después de encontrada la recta P @, como ya hemos expli-
cado, operar otra descomposicién diferente considerando los dos rectén-
gulos ABCZ y NZE D, que también componen la figura, y en la recta
que uniria sus centros de gravedad respectivos se encontraria también el
centro de gravedad buscado, de manera que se hallaria en la interseccién
de esta ultima recta con la P Q. Dste procedimiento, que, a primera vista,
parece mejor que el precedente, tiene el inconveniente de que las dos rectas
consideradas se cortan muy oblicuamente y determinan en muy malas con-
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diciones su punto de interseccién, siendo, por lo tanto, mejor el otro método.

65. Corrientemente, en la practica industrial se presenta el caso de
buscar centros de gravedad de superficies planas cuya forma (por ejemplo,
los perfiles de viguetas, rafles...) es dificilmente substituible por figuras que
puedan descomponerse en otras de centros de gravedad conocidos, para
poder aplicar el método de los ejemplos del n.” 63. En este caso, operare-

mos experimentalmente del modo siguien-
c te: En una cartulina o bien una lata, bien
homogénea, dibujaremos a la medida del
4”7 natural o bien a cierta escala, la figura

b ol considerada, v la recortaremos después con
e \ unas tijeras. Supongamos, por ejemplo,
\he que la superficie recortada es la de la fi-

y \__:"7\ gura 62.
: Cfl’\j-’ Tomaremos un mismo punto de sus-
‘ pension C del que partiran un hilo para
suspender la plantilla y una plomada. Sus-

PI) penderemos la plantilla por un punto A

FIG. 62 (por medio de un pequeiio agujero) y la

plomada A P marcara sobre la plantilla la

recta A M, que dibujaremos. Repetiremos la operacién con otro punto B

de la plantilla. EI punto G de interseccién de las dos rectas dibujadas A M

v BN es el centro de gravedad buscado. Este método, tan sencillo y ade-

més tan practico, da resultados siempre suficientemente aproximados, y

hasta es aconsejable en los casos en que se pueda operar analiticamente,

puesto que, dando exactitud suficiente, ahorra a veces mucho tiempo, sien-
do, por lo tanto, preferible en estos casos.

—

CENTROS DE GRAVEDAD DE SOLIDOS

66. Consideraciones andlogas a las hechas en los nims. 57 y 58 nos de-
mostrarian que si el sélido tiene un centro de simetria, es dicho punto su
centro de gravedad. Asi, la esfera, el cubo..., tienen por centro de gravedad
el centro de figura o simetria.

67. Centros de gravedad del prisma, cilindro, pirdmide y cono. — Con-
sideremos el prisma de la fig. 63. Sean A y B los centros de gravedad de
las dos bases iguales y paralelas, que sabemos buscar como hemos expli-
cado (nums. 61 a 64). Todas las secciones del prisma hechas paralelamente
a las bases son iguales a ellas y, por lo tanto, los centros de gravedad de
dichas secciones estaran colocados sobre la recta A B, cuyo punto medio G
sera el centro de gravedad del prisma, ya que lo podemos suponer formado

por la superposicion de superficies iguales a su base.
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Iguales consideraciones a las hechas en el caso del prisma, hacen pensar
que un cilindro de bases cualesquiera y paralelas tiene su centro de gra-
vedad en el punto G medio de la recta A B (fig. 64),

que une los centros de gravedad de sus bases. El cen-

tro de gravedad de las bases, si ——
no se conoce, se busca por el mé-
°o o}
todo del n.° 64. { 1
Consideremos la pirdmide — e

triangular S A B C (fig. 63) bus-
quemos el centro de gravedad P y
unamoslo con el vértice S. Todas
las secciones de la pirdmide
hechas paralamente a la ba-
se, son triangulos semejantes al

A B C y sus centros de gravedad
FIG. 63 estan situados sobre la recta S P;

por lo tanto, el centro de gravedad

de la pirdmide estard en la recta S P, ya que la pira-

mide se puede suponer constituida por dichas seccio-
nes materializadas.

Considerando como base la cara A S B, por las mismas razones ante-

riores, el centro de gravedad de la pirdmide tie-

ne que estar situado en la recta C Q. 2
El centro de gravedad de la pirdmide trian-

gular serd, pues, el punto G interseccién de las

rectas CQ y S P, en las cuales

hemos demostiado
que debia estar situado. Demuestra la Geometria
que el punto G estd a una distancia G' P del pun-
to P, que vale la cuarta parte de la distan-
cia S P.

Consideremos ahora una piramide de base
cualquiera (fig. 66). Sea el centro de gravedad de
la base ABCDE
y unamos dicho

FIG. 65

punto con el vér-

tice S. Todas las secciones de la piramide
hechas por planos paralelos a la base :on
semejantes a dicha base y, por lo tanto, sus
centros de gravedad se situaran en la rec-
ta S @; por consiguiente, el centro de gra-
vedad de la piramide estara situado en Ia
misma recta S @, ya que podemos suponer
que la pirdmide estd constituida por dichas
secciones materializadas.

FIG. 66 La piramide considerada se puede des-
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componer en las tres pirdmides triangulares SABE, SBCE y S CDE,
cuyos centros respectivos de gravedad estan colocados en un plano paralelo
a la base de la piramide y corta la recta S @ en un punto G tal que

GQ=—Sq.

El centro de gravedad de la pirdmide estara colocado en el plano an-
terior, ya que este plano contiene los centros de gravedad parciales’corres-
pondientes a las tres pirdmides que componen la pirdmide considerada.

El centro de gravedad buscado se halla, pues, en dicho plano y también
en la recta S @: por lo tanto, coincidird con su interseccién, o sea con el

1
punto (7. Ya hemos dicho que G Q = s S Q.

El centro de gravedad de un cono (fig. 67) se halla en la recta que une

se, v de tal manera que

su vértice S con el centro de gravedad @ de su b

s G Q= ] S @, ya que el cono se puede considerar como
4
I/\\ el limite de una pirdmide de infinito nimero de caras
- laterales.
/f
/ ; 68. Cuando un sdélido se puede decomponer en
/"( r;G solidos parciales de centros de gravedad conocidos, en-
e o contraremos su centro de gravedad buscando el cen-
/' ' “\ tro de fuerzas paralelas correspondientes a los pesos
L\_ %q de los sdélidos parciales (n.” 53).
S amvi _H/ Podemos encontrar experimentalmente el centro de
S gravedad de un sélido cualquiera de la manera siguien-
o Te i

te: Suspendamos de un punto fijo el cuerpo consi-
derado por medio de una cuerda (o un hilo) fijada en
uno de sus puntos, y supongamos prolongada la cuerda seglin una recta en
el interior del cuerpo. Repitamos lo mismo fijando la cuerda en otro punto
del cuerpo. Las dos rectas encontradas dan por su interseccion el centro

de gravedad buscado.

Si un soélido tiene plano de simetria, su centro de gravedad se halla
situado en él, como es facil demostrar por razonamientos anilogos a los
empleados anteriormente.

También es facil probar que si un solido tiene un eje de simetria, su
centro de gravedad se encuentra alli.
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