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ESTATICA GRAFICA

PRELIMINARS

1. L’'Estatica Grafica o Grafostatica, estudia les condicions d’equi-
libri de les forces que actuen damunt d’'un cos, mitjangant tracats grafics.
Per tant, permet de resoldre, amb l'ajut de regla i compas, els problemes
de composicié i descomposicié de forces, els de llur equilibri, el calcul de
moments estatics 1 d'inércia 1 la determinacié de centre de gravetat.

Tots aquests problemes també poden ésser resolts per calculs numeérics.
Amb tot, no es pot dir quin dels dos sistemes és el millor. De vegades és
més breu i comode el grafic, perd en altres casos és preferible el procedi-
ment analitic.

L’Estatica Grafica té una gran aplicacié a la teoria de la Resisténcia
de Materials i adhuc a la Construccié de Maquines, i permet de calcular
bigues, voltes, ponts, murs, encavallades, etc.

2. Consells practics sobre el tragat de dibuixos. — Per tal de facilitar
el tragat dels grafics i obtenir el maxim de precisié en els resultats, dona-
rem alguns consells per a la seva bona execucid.

Cal emprar paper fort ben llis i sense grans, si és possible. Es millor
de tenir-lo tes, puix cal evitar que faci bosses.

Cal emprar llapis durs, tallats ben fins, 1 tragar llengerament per-tal
de poder esborrar i rectificar facilment.

Cal igualment evitar tota empremta sobre del paper, sigui de llapis
sigui sobretot de les puntes del compas.

Per a limitar les linies cal evitar d’estrebar el llapis, és millor fer-ho
amb un petit tra¢ transversal.

Quan moltes linies concorren en un mateix punt, cal verificar. cada
vegada que es traci una nova linia, que passi pel punt d’encreuament.

Utilitzeu exclusivament per als tracats un parell d’escaire bons. No
feu servir mai regles T; les vores dels taulers no son prou exactes per
a tracar linies paralleles.

Eviteu els tracats per linies de poca longitud; per a comprovar els
donen verificacions multiples, utilitzeu linies com més llargues millor
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Quan es tracta dels esforcos que es produeixen a les barres que formen
una construccié, serd avantatjés de distingir les que estan sotmeses a tensio
de les que estan sotmeses a compressié. Cal refusar la indicacié que consis-
teix a marcar amb un doble trac les barres comprimides. Es molt millor
d’emprar tintes de color distint per a les diferents menes d’esforcos, reser-
vant el color negre per a les linies estrictes del tracat.

3. Elements de les forces. — Tota forca queda fixada quan hom coneix
els seus elements, els quals sén : Punt d’aplicacid, direccid, sentit i intensitat.

Punt d’aplicacié : El punt d’aplicacid és el punt del cos on pot supo-
sar-se concentrada l'accié de la forca.

Direccié : La direccié d'una forca és la del moviment que prendria el
cos sotmes solament a l'efecte de la dita forca.

La recta segons la qual actua la forca és anomenada linia d’accid de
la forca. Sobre aquesta recta es pot desplacar el punt d’aplicacié de la
forca, sense alterar el sistema.

La direccié ve donada per la linia d’accié de la forga.

Sentit : Sobre una mateixa direccié sén possibles dos sentits oposats

de moviment. Les dues forces O A 1 O B

3 R aplicades al punt O (fig. 1) tenen la mateixa

direccid, perd son de sentit oposat.

Si considerem com a positives les
forces que actuen en el sentit O A les
quals marcarem amb el signe -+, les que actuen en el sentit O B seran
negatives i les assenyalarem amb el signe

Intensitat. Es la mesura de la valor de les forces, comparant-les amb
una forca unitat.

La intensitat és, doncs, un nombre que expressa la relacid entre 1'efecte
de la forca donada i l'efecte de la que prenem per unitat.

Aix{ : 4 kg és una forca equivalent a 4 forces d'intensitat unitat 1 kg.

La unitat d’intensitat sol ésser la de pes : e
gram, quilogram, tona, etc. N fn
4. Representacid grafica de les forces. — 0/“
Una forca es representa graficament tracant pel & =~ /
seu punt d’aplicacié una recta parallela a la e
seva direccié 1 posant una punta de fletxa al FIG. 2

seu extrem per indicar el seu sentit; la valor de
la seva intensitat és donada per la longitud d'una recta proporcional a la
intensitat de la forca.

Aixi, una forga F (fig. 2) d’intensitat 5 kg, de la qual coneixem el punt
d’aplicacié O, la direccié donada per la linia d’accié 4 B de la forca i el
sentit per la fletxa f; la intensitat és representada per un segment rectilini a b
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de longitud proporcional a la intensitat de la forga, tracat parallelament a la
recta A B. Aquest segment a b esta proveit d'una fletxa que n’indica el sentit.
5. En una construccié grafica totes les forces han d’ésser referides a
la mateixa escala, que per aquesta rad anomenarem escala de forces.
Prenent una escala de forces podem representar les intensitats respec-
tives per longituds, en les quals cada unitat de longitud equival a una uni-
tat de forca. Aixi, a I'escala d't cm = 1 kg, a cada centimetre de longitud
correspondra 1 kg d'intensitat. Si escollim una escala d'r tona per 25 mm,
una forca de 3 tones estara representada al dibuix per una longitud de

3 Xx25=~45 mm, i a una escala d't kg
— 1 cm, una longitud de 8o mm representa 0] F'
una forca de 8o0: 10 = 8 kg.

Quan en un mateix pla hi ha diverses /e S o
. < g : i o m, 8
forces, cal, a més, prendre una escala de = TR
distancies per a fixar llur situacid. . Aixi, 2 2
si escollim per escala de distancies I m = 0’
2,5 cm, els punts d’aplicacié de dues forces
distants de 2z m, al dibuix estaran situats F
a2 x2,5=5cm un de l'altre. e

A la fig. 3, O F i O' F’ representen,
a l'escala d’t cm = 1 kg dues forces paralleles de 5 1 3 kg, respectiva-
ment, situades a l'escala d'1,5 cm I m, a 2 m de distancia.

Per tal de facilitar el treball de conversié d’escales, cal escollir nombres
amb els quals sigui facil d’operar.

Si no diem res en contra, suposarem que les forces actuen damunt d’'un
mateix pla.

La representacié grafica deltotes les forces que actuen damunt d'un
cos o sistema indeformable, constitueix una figura ano-

]O menada diagrama de forces
s oo
TR | T 6. Reaccis. — Un cos reacciona sempre en sentit
CUTFTTT contrari a esfore a qué és sotmés amb una intensitat
o igual al susdit esforc. Aquest esfor¢ determina una
FIG. 4 pressié o una tensié. Aixi,

quan, fig. 4, un cos reposa

damunt d’'un pla horitzontal, 1'accié de la gra-
vetat determina una pressid sobre el pla. Siel
cos esta suspés d'una corda l'extrem superior de
la qual és fix, el seu pes pr dueix llavors una FIG. 5
tensid de la corda.

La forca O’ F' d’igual intensitat, de la mateixa direccié i de sentit
contrari al de la forca O F, és anomenada reaccid.

Quan dues forces ( 5) com la O’ F’ i la 0" F" d’igual intensitat i
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de sentit contrari actuen en una mateixa linia d’accié, sén anomenades
forces directament oposades.

Forces concurrents. — Diem de dues o més forces F,, F, (fig. 6) que
son concurrents quan llurs linies d'accié 4 B, A" B’ es tallen en un punt O.
Aquest punt d’interseccid pot ésser pres com a punt d’aplicacié de les sus-
dites forces.

Dues forces en un pla sén sempre concurrents o paralleles. Encara
que en aquest darrer cas es pot suposar que sén concurrents en un punt
situat a distancia infinita.

7. Equilibri. — Si s’apliquen diverses forces damunt d'un cos de
manera que llur efecte sigui nul, es diu que el cos esta en equilibri
sota la influéncia d’'aquestes forces; la posicié del

B“.‘ : 8 cos en aquestes condicions es denomina posicid
e a’equilibri.
Llavors la resultant d’aquest sistema de forces
F1/ és nulla.
£

Quan parlem de cossos solids o de solids inva-

.

riables se suposa que la posicié respectiva de cadas-
cuna de les seves parts no és influida per l'accié de
les forces. Perd com sigul que la rigidesa absoluta
FIG. 6 dels cossos no existeix, els teoremes d’estatica sols
tindran aplicacid al cas en queé el cos sollicitat per un

sistema de forces sols sofreixi alteracions molt petites.

Lema : Dues forces O’ F'1 0" F” (fig. 5) d’igual intensitat, de la ma-
teixa direccid i de sentit contrari, s’equilibren, perqué l'efecte de 1'una és
igual i contrari al de l'altra, i es produeix el mateix efecte que si no hi
hagués cap forca. Es a dir, la resultant és nulla. Aixd permet d’introduir
o suprimir dues forces que s’equilibren, dins un sistema de forces, sense al-
terar les condicions de repos o de moviment del conjunt.

8. Trasllat del punt d’aplicacié. — L’efecte d'una forca no canvia si
traslladem el seu punt d’aplicacié a qualsevol
punt de la linia d’accié de la forca. e
Per a dcmost'mr—hn ap]irm't-'m al punt (7 /v\;
de la recta A B (fig. 7) que conté la forca O F, ’/.é/’?' o
A

dues forces O’ F' 1 O' F" de sentit oposat i
d'igual intensitat que la O F. Aix0, segons
hem dit al paragraf anterior, no canviara en
res l'efecte de la forca O F.

Llavors els efectes de les forces O F i O' F’', per ésser iguals i oposades,
s'anullen i queda només la forca O’ F” igual a la O F, que té el punt
d’aplicacié en O'.
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9. Composicid de forces. Compondre dues o més forces és cercar la
forca tinica que, aplicada al cos sobre el qual actuen, produeix el mateix
efecte.

Del cas invers de trobar dues o més forces que facin el mateix efecte
que la forca de la qual es tracta, se'n diu descompondre una forca.

Les forces que es componen o les que resulten de la descomposicié d’una
forca s’anomenen components de la forca.

La for¢ca tunica que pot substituir dues o més forces, és anomenada
resultant.

Compondre dues o més forces, és a dir, trobar llur resultant, és sempre
possible. En canvi descompondre una forca és de vegades un problema
indeterminat.

COMPOSICIO I DESCOMPOSICIO DE FORCES EN UN PLA
COMPOSICIO DE FORCES CONCURRENTS

10. Composicid de dues forces comcurremts. — Siguin dues forces F,,
F, (fig. 8 (a)) les linies d’accié de les quals sén concurrents en un mateix
punt 0. Podem sempre substituir-les, pel que fa referéncia a llur efecte
sobre aquest punt, per una resultant
tinica determinada per un tragat grafic
facil. En efecte, cal només portar a
partir d'un punt arbitrariament escollit
a (fig. 8 (b)) una longitud @ b igual a F
de una les forces F; en la direccié d’a-
questa; a partir de l'extrem & portem
una magnitud @ ¢ igual 1 parallela a la
forca F,. La linia que uneix el punt (a)

d'origen @ amb el punt d’arribada ¢
ens donara en magnitud i direccié la
resultant ac = R de les dues forces
dades. Quant al sentit en qué actua aquesta resultant, el trobarem facil-
ment sabent que el seu sentit és oposat al de les dues forces, cosa que és

FIG. 8

marcada a la figura per la fletxa corresponent.

Obtindrem en posicié aquesta resultant menant pel punt O d’inter-
seccié de les linies d’accié de les dues forces dades una parallela R’ a la
linia a c.

El triangle a bc format per les tres forces és anomenat #riangle de les
forces.

Es evident que hauriem pogut canviar 1’ordre del tracat i portar primer
en ab’, la forca F, (fig. 8 (b)) i després en &' c la for¢a F, per a acabar al
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mateix punt ¢ i obtenir, per consegiient, la mateixa resultant @ c. El doble
tracat a bc 1 a b’c constitueix el paral-lelogram de les forces, construccié fona-
mental en Mecanica i sobretot en 1’Estatica Grafica, malgrat d’emprar-se
quasi sempre exclusivament el triangle de les forces.

I1. Sial punt O d’aplicacid real de les forces F, i F, (fig. 9 (a)) afegim
una tercera forca @ igual i contraria a la resultant de les dues primeres, el
punt O d’aplicacid estard en equilibri. Tragant (fig. 9 (4)) el triangle de les
forces corresponent a b ¢ es veu de seguida que la tercera for¢a Q és igunal
en intensitat a la resultant de les dues forces R, pero de sentit contrari. La
forca Q és anomenada equilibrant del sistema; el seu sentit indicat per la
fletxa és igual al de les altres dues forces.

Tots els tracats que féssim per a compondre separadament dues forces
qualssevol d'un sistema en equilibri, la Fyila Fy, la Fyila Q oper fila F,

-«-——-*‘é""'g Z',QJ'A 3

N

F
a
(b}
(a) B

FIG. O

ila @, serien ideéntics i tots darien el triangle @ bc. Aquest triangle és el
triangle de tres forces que estan en equilibri, i una qualsevol d’elles és 1’equi-
librant de les altres dues i en pot ésser presa com a resultant només can-
viant-1i el sentit.

Aixi, doncs, perque tres forces aplicades a un cos estiguin en equilibri, cal:

a) Que lurs linies d’accid es tallin en un puni.

b) Que el triangle de forces sigui tancat.

c) Que les fletxes segueixin el mateix sentit en recorrver el triangle.

Reciprocament tot triangle que pot ésser recorregut en un sol sentit

s

correspon a tres forces en equilibri, si llurs linies d’accié concorren en un
mateix punt.

12. Composicid d'un nombre qualsevol de forces comcurrents. — Supo-
sem que es tracta de trobar (fig. 10) la resultant de diverses forces concur-
rents F,, F,, F; F, que actuen en un mateix pla. Podem aplicar a les
dues primeres el procediment emprat abans. Les compondrem tracant a
partir de l'extrem b de F,, beigual a F,, ac = R,, sera la seva resultant,
component la qual amb F; tindrem la resultant ad = R, ,,. Component
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finalment aquesta darrera amb F, obtindrem la resultant total R.

Les

diagonals ac, ad, tracades des de l'origen a, representen les resultants

parcials de les forces compreses
diagonal corresponent.
podem estalviar de tracar ac,

Pert ens

continuarem tracant per ¢ una
linia ¢ d igual en magnitud, di-
reccié 1 sentit a Fg, 1 aixi ma-
teix 4 e igual, parallela i del
mateix sentit que F,. El punt
final e obtingut unit a la a do-
nara la linia a e resultant R de
les quatre forces.

El tracat
menat

13. Es molt

part

abcde és ano-

JO¥Ces.

poligon de les
mes practic

de tracar a la figura del pe

des de l'origen i l'extrem on termina la

)] [.Lfﬁ ) ¢

de les forces.

7
:

Llavors (fig. 11 (b)),

a partir d’un punt a arbitrariament escollit, es porten una a continuacié de

l'altra les forces donades, de manera que formin un contorn poligonal re-

corregut en un sol sentit; el costat a e que tanca el poligon representa llavors

b

-—-——-'__'-P—__—-_

R
/ N
4

2 |1
7 S
A 5
R
3
4
FIG. 12

o 3
(

la resultant R de les forces,
en magnitud, direccid 1 sentit.
Determinarem aquesta resul-

tant en posicié tracant, pel

punt O d’interseccié de les li-
nies d’accié de les forces dades,
una parallela del mateix sentit
1 direccié que la linia @ e que
tanca el poligon.

Si I'extrem final e del poli-
gon coincidis amb 1'origen a del
poligon, aquest es tanca, ila for-
ca resultant és nulla; és a dir,
llavors les forces que actuen al
punt O estan en equilibri.

Podem dir d’aquest poligon
el que havem dit del triangle de
les forces : Si el poligon de forces
d un sistema de forces concurrents

forma un poligon tancat de manera que el sentit dels seus costats permeti de recorver

el poli

on en el mateix sentit sense interrupcid, aquestes forces estan en equilibri.

Si una d’elles interromp aquest recorregut per ésser de sentit contrari
a les altres, és la resultant de totes aquestes altres.
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La simple inspeccid del tracat permet de veure que l'ordre segons el
qual s’han disposat les forces en el poligon, no influeix per a res en el resultat.
La fig. 12 déna diverses composicions segons ordres diferents; de les forces
dades la resultant R és la mateixa en totes elles.

14. Composicid de forces que tenen la mateixa linmia d'accié. — Quan
les forces tenen la mateixa linia d'accid, el poligon de les forces esdevé una
linia recta i llur resultant és igual a la suma algeébrica de les forces.

Les forces de la mateixa direccié poden ésser totes del mateix sentit
o haver-n’hi de sentit oposat.

a) Forces d'igual sentit. — La resultant de diverses forces que tenen
la mateixa linia d’accié i el mateix sentit, és una forca d’igual direccié i
sentit que les components, la intensitat de la qual és la suma de les in-
tensitats respectives.

F

——— F-‘
F".‘

e —— F2

F.":
—_—
3 b c d g R o] Fi 2
e — e e —— e —————— — — = s e e T e

R Fa
FIG. 13 FIG. I4

Aixi (fig. 13) per trobar la resultant de les forces F, = 1 tona, F,=
3 tones, F; = 2 tones, la linia d'accidé de les quals és la recta ad, es porten
a partir d'un punt a d’aquesta recta parallela a les forces dades, a l'escala
que sigui, els segments a b, bec, cd proporcionals a les intensitats de les
forces respectives, el segment a d ens donara la valor de la resultant R =
I+ 3-+ 2= 6 tones.

Quan totes les forces son d'igual intensitat, la intensitat de la resultant
és la d’'una d’elles multiplicada per llur nombre. Per exemple, la resultant

de 7 forces de 20 kg és una forca de 20 x 7 = 140 kg.
b) Forces de sentits contraris. — En el cas de dues forces que, tot tenint

la mateixa linia d’accid, son forces de sentit contrari, la resultant és una
forca de la mateixa direccié 1 del mateix sentit que la major de les com-
ponents; la intensitat de la resultant és la diferéencia de les intensitats de
les dues forces.

Aix{ (fig. 14) si volem cercar la resultant de les forces F; = 45 kg 1
F, = 125 kg aplicades al punt O, la linia d’accié de les quals és la recta a b,
prendrem a partir de O el segment 0 a equivalent a la for¢a F,, i a comptar
des de a i en sentit contrari, prendrem el segment @ b proporcional a la inten-
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sitat de la forca F,; el segment O b ens donara la valor de la resultant R — 45
— 125 = — 80 kg.
15. En el cas d’ésser moltes les forces que hi ha de cada mena, podem

reduir el sistema a dues forces sumant les d’igual sentit. Aixi (fig. 15)

g.
la resultant de les forces F; = 3 kg, F, = 3,75 kg, — F, = 8,50 kg i
— F, = 5 kg és la de dues forces F =
Fi+F,=34+375=6s5kgi Fl=— Fi
F.’: £ j-‘l 8,50 — 5 = — (8,50 < 5) F
= —13,5 kg. Llavors prenent, com en el s
cas 14, des del punt O una longitud o a e

* proporcional a la intensitat de la forca F
i des de @ una longitud a b proporcional s Ty O F=-675 g
a la forca F’, la recta O b ens donara la P :
valor de la resultant R 6,75 13,50 = s et gt 2y b 3
—6,75 kg. FIG. I5

En ambdds casos és indiferent 1'or-
dre en qué es prenguin les forces proposades, aixi com els grups que es
facin quan es tracta de forces de sentits contraris. Aixi podriem resoldre el
darrer cas cercant la resultant parcial en les forces F, =3 kg i — F, =
8,50 kg, F =3 —8,5 = '

1la de les forces F, = 3,75 kg1 — F, =

kg, per a trobar la resultant total R = —

t'-fliu'.]-'.# DE J!Il\'l'-'.('L‘If_'J QUALSEVOL APLICADES A PUNTS DIFERENTS
D'UN MATEIX COS. POLIGON FUNICULAR.

16. Cas de dues forces. — Suposem que F, i F, (fig. 16 (a)) sén dues
forces aplicades a punts diferents d'un mateix cos, el punt de concurréncia
de les quals cau fora dels limits del paper, de manera que no els pot ésser
aplicat el procediment indicat abans, de cercar el punt d’interseccié de les
linies d’accid, per a compondre-les.

Llavors, amb tot, podrem resoldre el problema introduint dues forces
auxiliars f i f’, forces que si suposem iguals i de sentit contrari no canviaran
per a res l'equilibri del sistema.

Suposem-les aplicades segons una recta A B escollida arbitrariament.
Podem combinar una d’elles, la f, amb la F;, i I'altra, ,, amb la F,; llavors
obtindrem dues resultants, 4 C i B C, que substitueixen en llurs efectes les
forces Fy; i F,.

Representem en una figura a part (fig. 16 (b)) la forca F; menant el
vector a b parallel a F, i tracant per b el vector b O que representa la forca
auxiliar f que actua segons 4 B. El costat a O del triangle a b O represen-
tara llavors la resultant de F, i de f.
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Tracem igualment bc¢ parallela a F,. La forga auxiliar f* per tenir la

mateixa linia d’accié que la f, coincideix amb el vector b0, perd sera de
sentit contrari. La recta Oc¢ representa la resultant de les dues forces.
De manera que tindrem

juatre forces disposades

en poligon ab, 80, Ob
1 bc¢ que podem substituir
per dues altres F; 1 F,.
La resultant de 'un 1 de
I’altre grup és la mateixa,
és la recta ac, en magni-
tud 1 direccid.

Perd la seva posicid
no estd encara determina
da : ho serd observant
que podem tragar per A
1 B dues rectes AC i CB
paralleles a a O 1 O ¢, que

S es tallen en C.

Havent substituit
F,ij per llur resultant @ O, la linia d’accié de la qual és 4 C, IS
per la llur Oc¢, que té per linia d’accié B C, la resultant collectiva R
passara evidentment per punt d'interseccié C de les dues linies d’accid i el
segment a ¢ ens la do-
nara en magnitud.

i

que la resultant deter-

facil de veure

minada aixi pel punt C
és la mateixa que la
que hauriem obtingut

si h:

guéssim prolon-
gat simplement les li-
ccié de Fyi F,
fins a trobar-se en M.

nies d’z

17. Cas d un nom-

1 5 y :
ore (‘.?'.-' SEV0L A€ jor- FIG. I%7

ces. — Suposem (figu-
ra 17 a) que F,, F,, F,i F, sén forces no concurrents situades en el
mateix pla.

Per a determinar llur resultant, podrem compondre d’antuvi I, amb Fy,
pel triangle de forces O a b. La resultant R,_, passa, com ja sabem, per 4
punt on es tallen les linies d'accié de F; 1 F,.
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Componguem després R;_, i F, El triangle O b¢ en déna la inten-
sitat i la direccié de la resultant R, _,. La seva linia d’accié passara per B.

ens permet de trobar R;_,, forca que passa per C. R,_, és la resultant total
de les quatre forces F,, F,, F, i F,. Vegem per qué. R, , és resultant
de R,_, 1 F,, pero R,_; ho és aixi mateix de Ri_s1 Fg-doncs Ry sera
també resultant de R,_,, Fy;i F,. Com que R,_, equival a F,i F,, R,_,
és, com voliem demostrar, resultant de F,, F,, F, i F,.

18. Anem a aplicar a un nombre qualsevol de forces el métode que
hem donat en el mim. 17 per a dues forces, menys enutjés que el que aca-
bem d’explicar.

Siguin (fig. 18 (a)) F,, F,, F; i F, les forces que volem compondre, les
quals tenen distints punts d’aplicacié. Sobre una linia d'accié6 M N arbi-
trariament escollida apliquem dues forces F, i — F, iguals i oposades. El
sistema de les forces donades no canviara en res, car F, i — F,, estant en
equilibri, no produiran cap efecte sobre el sistema.

Componguem ara, en figura a part (fig. 18 (b)) les forces concurrents
F, i F, mitjancant el triangle de forces Oa b. La resultant d’aquestes
dues forces és O b =11, la qual té per linia d’accié la recta A B tracada
per A parallelament a O b, prolonguem A B fins que talli en B, la linia d’accié
de F, La resultant de O b =11 i F,, trobada amb ajut del triangle de
forces 0 b ¢ és O ¢ = 111, la seva linia d’accié és B C, tracada per B paralel-
lament a Oc¢. Es evident que Oc¢ = 11 és la resultant també de F,, F,
i F,, ja que O b =11 és la resultant de F,i F,.

Seguint d’aquesta forma obtindrem com a resultant de Oc =111 1 F,
la 0d =1v, la qual és la resultant de F,, F,, F, 1 F,. La linia d’accié
de Od és la linia C D. Continuant, cercarem la resultant 0 ¢ = v que és
la resultant de Od = 1v i F, o sigui la resultant de F, i les altres forces
donades F,, F,, F,;i F,. La linia d’accid de O ¢ és la linia D E.

Finalment, component la for¢ca O ¢ = v amb — F, = a O, obtindrem
pel triangle de forces @ O e la resultant @ e = R. Aquesta resultant és també
la resultant de les forces donades F,, F,, F,i F,, que hauriem pogut obte-
nir directament construint el poligon @ b ¢ d e de les forces donades F,, F,,
Feriely

Ara ens cal determinar la linia d’accié de la resultant R; per aixo obser-
vem que el punt P d'interseccié de M N i E D, linies d’accié de—F, i de Oe,
respectivament, és un punt de la linia d’accié de la resultant, la direccié de
la qual és parallela a ae. En efecte, per formar les forces — F;, Oei R el
triangle a O e, les linies d’accié d’aquestes tres forces passen per un mateix
punt. Aquest punt no és altre que el punt P d’interseccié de les linies
d’acci6 M Ni E D de — F, i de O ¢, respectivament. Tracant llavors per P
una parallela a a e obtindrem la linia d’accié de la resultant R, la magnitud
1 sentit de la qual son determinats per la linia a e del poligon de forces.

Arxiu General de la Diputacié de Barcelona. Biblioteca




2 ESTATICA GRAFICA

Com que la intensitat de les forces auxiliars — F, i Fy i llur linia
d’accié M N poden ésser qualssevulla, és evident que hi haura una infinitat
de tragats que ens permetran de trobar la resultant d'un sistema de forces.

FIG. 18

19. Definicions. — El punt O comu a tots els triangles és el pol.

Les rectes Oa, Ob, Oc, 0d i Oe que uneixen el pol amb cadascun
dels vertexs del poligon de forces sén els radis polars del poligon de forces.

La figura construida pels radis polars, la resultant i les forces en poli-
gon de forces és el diagrama de forces.

El poligon M A B CD E s'anomena poligon funicular de les forces
donades. Els costats primer i darrer M A i D E parallels als radis polars
que uneixen el pol amb l'origen i la fi de la resultant, s’anomenen costats
extrems del poligon funicular.
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20. Regla. — Per cercar la resultant d’un sistema de forces no con-
currents, es traca el poligon @ bcde de les forces donades. La linia a e,
que tanca el poligon de forces, és la resultant en intensitat, direccid i sentit
de les forces donades.

Des d'un punt qualsevol O com a pol es tracen els diversos radis polars
Oa, 0b, Oc, Od i Oe del poligon de forces. Llavors, per un punt qual-
sevol M, es traga una parallela al radi polar O a fins que talli la linia d’accié
de la forca F;. Pel punt d’interseccié 4 es traca una parallela al radi O b.
Pel punt B una parallela al radi polar O¢. Per C, C D parallela a 0 d i
per D la parallela DE a Oe.

El punt P d’interseccié dels costats extrems M A i D E del poligon
funicular és un punt de la linia d’accié de la resultant. Tracant, doncs,
R parallela a ae, la tindrem en posicid.

ignificanca del poligon fumicular. — El poligon funicular d’un

sistema de forces, que també s’anomena gon de les resultants auxiliars

perqué a cada costat del poligon funicular, actuen forces les intensitats
de les quals vénen donades pels radis polars als quals sén parallels, repre-
senta la forma que prendria un fil que no pesés ni s’allargués i estigués sub-
jecte pels seus dos extrems a dos punts M i E fixos, en estar sotmeés a
I'accié de les forces F,, F,, Fyi F,, els punts d’aplicacié de les quals sén
els vertexs 4, B, C i D del poligon funicular.

Observant que a cada veértex del poligon funicular on concorren tres
forces en equilibri, correspon al diagrama de forces un triangle els costats
del qual tenen el sentit de la forca coneguda, deduim que cada forca do-
nada es pot suposar que és 'equilibrant de dues forces dirigides segons els
radis polars que formen amb ella el triangle de referéncia. Aix{ la F, (fi-
gura 18 (c)) és, segons el triangle de les forces O b ¢, I'equilibrant de les
forces O b =11 1 ¢ O = 111', les linies d’accié de les quals soén, respecti-
vament, A B 1 BC. Igualment F, és l'equilibrant substituida de les
components 11 i v, 1 F, la de les components 1v i v'. Observem que
la component 11" de F, és igual i de sentit oposat a la component de 11
de F, tal com s'evidencia pels vectors Ob =11 b0 =11". De la ma-
teixa manera la component de 11’ de F, és igual i oposada a la com-
ponent 11 de la Fg i la component 1v' de F, és igual i oposada a la
component 1v de F,.

Com veiem, cada radi polar representa dues forces iguals i de sentit
contrari que tenen la mateixa linia d’accié i, per tant, sanullen. Aixi, el
sistema es redueix a dues forces — Fo=a 0 i v = Oe¢, que tenen com a
linia d’accié respectiva els dos costats extrems del poligon funicular, M A
i DE. Perd com que d’aquestes dues forces la v = Oe és la resultant
de F,, F,, F,, F,; F, és evident que a O i v, segons el triangle O ae,
tindran per resultat la ae = R, puix que — F, + v = — F, 4+ (F, + F,
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+ Fy + Fy + F)) = F, + F, + F; + F, = R, és a dir, tindran la mateixa
resultant que les forces dades F,, F,, F; F,.
Aixi, podem enunciar que:

Les forces distribuides d'una manera qualsevol em un pla 1 aplicades a

un sistema invariable, poden ésser sempre, sense cap excepcid, reduides a dues
forces que tinguin:

1.5 Per linia d’accié els dos costats extrems d'un dels poligons funicu-
lars d’aquestes forces.

2.2 Com a magnitud els dos radis polars extrems. El sentit d’aquests
radis és el de recorrer-lo anant de l'origen 4 cap a l'extrem final e del poli-
gon de forces, passant pel pol O.

22. Linia de tancament. — Si dins el sistema de forces F;, F,, F,, F,
introduim una altra forca Q que les equilibri, llavors el poligon de forces
abcde es tanca en a és a dir 'origen i la fi del poligon de forces coinci-
deixen, llavors el costat M N del poligon funicular parallel al radi vector O a
que passa per l'origen del poligon de forces és anomenat costat i linia de
tancament del poligon funicular.

El radi polar O a representa les forces auxiliars introduides F, 1 — F,
que, com sabem, s'equilibren també. De manera que sols subsisteix el
poligon de forces @ bcd e amb la seva resultant R.

El radi polar O a representa també la forca

F, que caldria introduir
perqué el sistema estigués en equilibri i el fil representatiu del poligon funi-
cular estigués fixat al punt E. Aixi mateix el radi polar e O representa la
forca F, que caldria per a fer que el sistema estigués en equilibri si el
fil del p

n funicular estigués fixat per un punt M.
23. Resum de les propietats dels poligons fumiculars. — De tot el que
havem dit deduim:

Que els costats del poligon funicular representen les linies d’accidé de
les forces components, les quals sén avaluades en magnitud i en sentit pels
radis polars als quals sén parallels.

Els dos costats del poligon funicular parallels als radis polars que ter-
minen als extrems d'una forga representen les linies d’accié de les compo-
nents d’aquesta forca i tallen la seva linia d’accidé en un mateix punt.

Cada costat del poligon funicular és comi a les dues forces que se suc-
ceeixen en el poligon de forces.

Cada costat del poligon funicular esta comprés entre les linies d’accié
de les dues forces els vectors de les quals en el poligon de les forces tallen
el radi polar parallel al costat de qué es tracta. Aixi, el costat A B paral-
lel al radi polar 40 estd compres entre A K i B K’, linies d'accié de les
forces F, 1 F,, els vectors corresponents de les quals, @ b1 be¢, concorren
amb el radi polar O b en el punt b.
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A cada triangle del poligon de forces correspon a 1’altra Ira un vertex

on concorren les linies d’accié de les forces que formen el triangle.

24. Resultants parcials. — Si allarguem dos costats qualsevol del poli-
gon funicular, llur punt d’interseccié ens donara un punt de la linia d’accié
de la resultant de les forces compreses entre els radis polars parallels als
costats donats del funicular.
uem (fig. 18 (a)) el costat B C fins a ta
costat M N en S, aquest punt és el punt p

Per exemple, si allar

lar el

la linia d’accié de la

resultant R, , de les forces F,, F,, que hem tracat en el poligon de
forces.

Aix0 ens permet de trobar la resultant parcial

d'un grup de forces que
es succeeixen en un poligon de forces.

Quan aquest no és el cas, cal llavors tracar de forces

]l:\]]lg\: 1

de l'altra.

de manera que les forces a compondre vagin

Cal recordar també aquesta propietat poligon funicular.

1

= J’.u:.:-_'.;l:-
CD, - D:EnE-L(fi

ig. 19) del poligon funicular

> E

L

Suposem

els costats PA, A B, BC,
1arn estat 1‘l'L'[]’JIJ._-<l\'(i1.“ l".'[' bi_l ITES

articulades en els punts 4, B, C, D, E, P i que les forces F,, F,, F, F,, F,

11'equilibrant () actuen en les ar-
ticulacions respectives. Es evi-
dent que el sistema format per
les barres estara en equilibri,
puix que cada forca pot ésser
substituida per dues compo-
nents, cadascuna en sentit de la
barra respectiva, que formen
I'articulacié on actua la forca.
Perd com ja hem dit abans,
cadascuna de les components

d'una forca qualsevol és igual i
oposada a la component d'una FIG. I9

altra que equilibri la component

anterior. Per exemple, la component de F, segons B C és igual i contra-
ria a la component de F, que actua segons la mateixa linia. Cada barra
estant, doncs, en equilibri, ho estard també tot el sistema articulat.

Es evident que les components iguals i oposades que actuen segons
les mateixes barres ens indiquen les tensions a qué estan sotmeses aquestes
barres. De manera que podem dir que:

Quan un poligon articulat sense diagomals esta en equilibri sota I'accid
de forces aplicades a les seves articulacions, el poligon art

C

lat és el poligon
funicular de les forces aplicades i els vadis del diagrama de les forces repre-
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senten en magnitud 1 diveccid les temsions a qué estan soimesos els membres o
costats del poligon articulat als quals sén paral-lels.

El canvi de sentit de les forces aplicades F,, F,, F, i F,; fa que les
components d’aquestes forces que actuen en sentit dels costats o barres del
poligon esdevinguin forces de compressid; llavors el poligon pren el nom de

poligon de pressions.

26. Poligon funicular de resultants successives. — Si en lloc de prendre
com a pol un punt qualsevol escollim l'origen a de la primera forgca del po-
ligon de forces abedef (fig. 20), els poligons es simplifiquen. Es veu de
seguida que la seérie de
radis polars a b, ac, ad,
ae, af és la série de les
resultants successives de
totes les forces que formen
el poligon. El poligon fu-
nicular tracat amb ajut
d’aquests radis, té els seus
costats successius parallels

a aquestes resultants.

Abans hem considerat
FIG. 20 els costats del poligon fu-

nicular com a linies d’ac-

ci6 de forces auxiliars representades pels radis del poligon de forces; aqui

les forces auxiliars seran les resultants mateixes.

Aquest poligon sera un poligon de les resultants, que en alguns casos

pren el nom de poligon de pressions.
27. Sistema de forces en un pla que estan en equilibri. — A la fig. 18 (a)

o

les quatre forces F,, F,, F; 1 F, no estan en equilibri; tenen una resul-
tant R, la intensitat de la qual és deduida del vector ae del poligon de
forces. En aquest cas, l'origen a del primer vector i la fi e del darrer vector
del poligon de forces no coincideixen; el vector a e representa, com hem dit,
en magnitud i direccid, la resultant, la linia d’accié de la qual es determina
mitjancant la construccié del poligon funicular corresponent. La intersec-
ci¢ de les linies d’accié P A i P E corresponents als radis polars extrems
Oai Oe¢ ens determina el punt per on passa la linia d’accié de la resultant.
Si l'origen a coincideix amb la fi e del poligon de forces, el poligon de
forces es tanca; llavors el sistema de forces esta en equilibri o forma un
parell de forces. Aixo ho determina el poligon funicular corresponent.
Sigui (fig. 21 (a)) un sistema de quatre forces F,, F,, F, F, el poligon
de forces a b c d e de les quals és tancat. Llavors un cop tracats els vectors
ab, bc, cd 1 de representatius de les forces, l'extrem e coincidira amb
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l'origen a. Prenem un pol O i tracem els radis polars O a, 0 b, Oc¢ i Od, el
radi O e coincidira amb el O a. Per un punt qualsevol A de F, tracem A D
i A B paralleles respectivament a Oa i O b. Per B, punt d’interseccié de
A B amb F,, tracem B C parallela a Oc fins a trobar Fz en C. Per C,
tracem C D parallelaa Od. Per fi tracem per D, D A parallela aOe. Com
que O a coincideix amb O e és evident que DA i A D han de coincidir o
han d’ésser paralleles.

En la fig. 21 coincideixen; aixo indica que les forces donades estan en

equilibri. En efecte, com que els costats del poligon funicular sén les linies

d’accié de les forces components representades en magnitud i direccié pels
radis polars del diagrama de les forces i cada radi polar representa dues
forces iguals i de sentit oposat, totes aquestes components s’anullen de
dues en dues.

En la fig. 21 (b) Jes components ab 1 50, Oc i c0O, Od i dO
s’equilibren mutuament. Com que les components que queden Oa i Oe,
a meés d’ésser iguals en magnitud i de sentit oposat, tenen la mateixa linia
d'acci6 A D i D A s'equilibren mdtuament també. Per tant, el sistema
esta en equilibri.

En el cas de tenir el sistema una resultant (fig. 18) en sén exceptuades les
dues components extremes O a i O ¢; i com sabem, el sistema queda reduit
a dues forces, les linies d’accié de les quals sén respectivament M A i D E,
i la resultant d’aquestes dues forces és la resultant de les forces donades.

28. Cas en [‘."h"{: un sisten wrell de _f'rJJ'L‘t'fS. — En
la fig. 22 representem cinc forces F,, F,, F,, F,, F, el poligon de forces de

1

les quals @ bc d e f tanca, I’extrem del vector e f coincideix amb 1'origen del

ae forces forma un

vector a b. Com abans, completarem el diagrama de forces tracant els radis
polars des d'un pol O i el poligon funicular corresponent M 4 BCDE N,

o com abans les forces donades poden ésser reemplacade

s per dues forces
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representades pels vectors Oa i Of= Oa. Amb tot, en aquest cas, en-
cara que aquestes dues components siguin iguals i de sentit oposat, no
tenen la mateixa linia d’accid, siné que actuen segons dues linies paralle-
les MA i NE, és a dir el poligon funicular no es tanca.

Llavors el sistema de forces equival a un parell de forces, el moment
del qual s'obté multiplicant la forca auxiliar representada pel radi polar
0 a per la perpendicular M N compresa entre els dos costats del poligon

funicular parallels

a aquell vector.

1C10NS

Un

ne-

cessarles 1 suficients

perqué un sistema

de forces situades

FIG. 22 en un pla estigui

en equilibri, sén:

a) Que el poligon de forces tangui, car s1 no el vector que va des de

I'origen del primer vector a la fi del darrer ens donaria la magnitud 1
direccié de la resultant, la qual evidentment no seria nula.

b) Que el poligon funicular tanqui; és a dir, que els costats extrems del

poligon fumicular coimcideix puix que, si no, serien parallels i les forces

dades formarien un parell de forces.

Reciprocament, si el poligon de forces d'un sistema de forces tanca 1 el
poligon funicular tanca també, és a dir, si el darrer i primer costats del poligon
funicular coincideixen, les forces esi

1 en equilibri.

CANVI DE L'ORDRE DE SUCCESSIO DE LES FORCES I TRASLLAT DEL POL

30. Es comprén que ha d’ésser indiferent 'ordre amb qué es disposen
les forces en el poligon; per a provar-ho bastara fer veure que podem
canviar l'ordre de dues forces qualssevol dun poligon de forces sense

de forces i el funicular corresponent al sistema de forcesF;, F ,, F;, Fy.
A la fig. 23 (¢) hem tragat amb el mateix pol els poligons de forces

que varii el resultat. A les figs. 23 (a) i (b) hem tracat els poligons
1t

funicular corresponents a un altre agrupament de forces. En ambdds
casos la resultant obtinguda és la mateixa en magnitud, direccid i sentit
i passa pel punt d’interseccié dels dos costats extrems del poligon funicular.
Els radis polars i els costats d’ambdds poligons compresos entre les ma-
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teixes forces sén homolegs, i per poder-los identificar els hem designats
amb les mateixes xifres.

31. També podem variar la posicié del pol sense que aixd impliqui
cap variacié en la resultant del sistema.

A la fig. 24 hem construit el poligon de forces corresponent;a tres
forces F,, F,, Fg valent-nos del pol O hem tracat el poligon jfunicular
A BCDE. Amb l'altre pol O’ arbitrariament escollit hem tracatjfl’altre
poligon funicular A’ B’ C’ D' E’'. Suposem que el vector O O’ que uneix els

FIG. 24

pols representa una forca Q. Observant el diagrama de les forces veurem
que estd formada per una série de triangles en els quals sempre Q hi forma
part com a costat. Aixi, doncs, la podem considerar com a resultant de
les forces O ai 0’ a; deles Obi O b;deles Oc i O'¢c, i de Od 1 0'd.
Com que (Q forma triangle amb cadascun dels parells de forces esmentats, les
linies d’accidé corresponents a les forces de cada triangle passaran pel punt
d’interseccié dels costats corresponents dels poligons funiculars. Aixi, les
linies d’accié de @, Oa i a O’ passen pel punt S, les linies d’accié de les
forces Q, O b i b0’ per S,, les de Q, O¢, i ¢’ O per S; i les linies d’accid
de Q, Od i d0 perS;. Perd com que la linia d’accid de Q ha d’ésser una
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recta, els punts S,, S,, S,;3 S; han d’estar sobre una recta; aquesta recta és

anomenada eix polar.

Aixi, podem enunciar que : els costats homolegs de dos poligons funiculars
) de pols diferents, es tallen
en punts situats en una recta anomenada eix polar, paval-lela a la que uneix
els dos pols.

)

corresponents a un mateix sistema de forces, {

CoMPOSICIO DE FORCES PARAL'LELES

de forces, que representa en magnitud, direccié 1 sentit la resultant.

a
M N
i
al b
N
o Sk
L) e P
F; o7
/,//

(N
wn

Per construir-lo, prendrem, a partir d'un punt qualsevol a d'una recta
parallela a la direccié de les forces, els segments a b, bc, cd, de, ¢f, que
representen respectivament les forces F;, F,, F; F; F, La recta que
uneix l'origen @ amb el final f representa en magnitud, direccié i1 sentit,
la resultant del sistema.

Per determinar-la en posicid, prendrem un pol arbitrari O i tracarem

els radis polars Oa, O b, Oc, Od, Of, i el poligon funicular corresponent
MABCDEN. Elpunt L d'interseccid dels costats extrems M 4 i NE
ens determinara la posicié de la resultant R.

La resultant parcial de les forces F,, F,, F, és en magnitud, direccié
1 sentit el segment be 1 la seva posicié quedara determinada per la inter-
seccié dels costats del poligon funicular parallels als radis polars O b i Oe
que terminen en els extrems b i ¢ de la resultant parcial.

Quan d'entre les forces paralleles n’hi ha de sentit contrari (fig. 26),

les compondrem com en el cas anterior portant-les damunt d'una mateixa
recta una a continuacié de l'altra, perod tenint en compte el sentit de cadas-
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cuna d'elles. Llavors, pero, per a major claredat, és millor portar les forces
sobre paralleles a la linea de forces 1 projectar-les damunt d’aquesta.

33. Distancia polar. — Designant, com sabem, per distincia d'un
punt a una recta el tros de perpendicular tracada pel punt a la recta, en
un poligon de forces la distancia polar d'una forca sera el tros de perpen-
dicular a la forca compresa
entre el pol i la forca. T

Quan les direccions de les et
forces sén diverses, les distancies

polars seran, per regla general,

diferents 1 distintes de la dis- R '
tancia polar de la resultant. I
~ 5 | /]\!
En el cas de forces paral- o B

leles, la distancia polar de les
components és igual a la de la
resultant.

Més endavant veurem la importancia que té aquesta distancia polar
en el cas de forces paralleles.

en equilibri. — Segons sabem (nim. 29) les dues

34. Forces paral-l

condicions perqueé un sistema de forces estigui en equilibri sén que Ilur
poligon de forces es tanqui, és a dir, que la fi del poligon de forces es con-
fongui amb el comencament, 1 que els costats extrems del poligon funicular

coincideixin en una sola 1 mateixa recta.

A la fig. 27 el sistema de forces paralleles F,, F,, F,;, F,, estan en
equilibri. El poligon de forces paralleles esdevé una recta. Portem a partir
d'un punt qualsevol a, pres com origen del poligon, les forces donades una
després de 1'altra en magnitud i sentit. Per la construccié revenim a 'origen
il'extrem e coincideix amb l'origen a, és a dir, el poligon es tanca. Prenem
un punt O qualsevol per pol i tracem els radis polars Oa, 0 b, Oc, 0di Oe
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(]
(V]

coincidint amb O a, i el poligon funicular corresponent 4 BC D E. Els dos

costats extrems A E 1 E A del poligon funicular es confonen en una sola rec-
ta A E, segona condicid perque el sistema de forces donat estigui en equilibri.

]\j\ o B |E, |
oS F, > IR
Ales = '
\"'a.‘ Fn | _J
R B |
] ~ [ F,
s 2
|
1G. 28
35. Forces paral-leles formant un parell de forces. — Segons déiem en

el nim. 29, perqué un sistema de forces formi un parell de forces, cal que

el poligon de les forces tanqui i que els

b dos costats extrems del poligon funicular
siguin parallels.

A la fig. 28 el poligon de forces es

tanca; els radis polars Oa i Oe tracats
pel pol O es confonen, 1 els costats ex-

trems del poligon funicular M A i D N

ol

no es confonen, sind que sén parallels.

< La resultant de les forces paral-
e 2l leles F,, F,, Fy 1 F,en aquest cas forma
un parell de forces.
Quan les forces sols sén dues, desiguals i de sentit contrari, la resultant
es troba sempre fora de les components com es veu a la fig. 29.
Si les dues forces sén iguals i de sentit contrari, la seva resultant estara
a linfinit i la seva valor sera zero; aquestes forces constituiran també un

parell de forces.

DESCOMPOSICIO DE FORCES EN COMPONENTS

FORCES DE DIRECCIO QUALSEVOL

36. Descomposicid d’'una forca en dues components de diveccions conegu-
des. — Sols podrem descompondre una forca en dues components de direc-
cions donades, si aquestes direccions sén concurrents amb la de la forga
considerada o li sén paralleles; si aquestes condicions no es complien, el

problema seria impossible.
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reccio 1 en sentit i
posicid; volem determinar la magnitud de les seves components segons les
1'_“1'('{_‘{‘ic|_i'__-. 1 2.

Sigui (fig. 30 (a)) la forca R donada en magnitud,

Per aixo (fig. 30 (b)) portem en a b la forca R en magnitud, direccid i
sentit 1 pels punts @ i b tracem les paralleles a les direccions 11 2. Aquestes
paralleles es tallen en un punte; ¢ & ens

déna la magnitud de la component 2 i ac
la magnitud de la component 1; aixd es

veu immediatament

en el triangle de les

forces. Les components han d’ésser de

sentit oposat al de la resultant R, cosa

que indicarem amb fletxes. e

Arribarem al mateix resultat tracant

(f1g. 30 ('c)) per b’ una parallela a 11 per a’ 82, =
una parallela a 2. Aquestes paralleles es \'\_ g
troben en un punt ¢’ situat a 'altre costat (d)
de R, i tindrem a'¢' =21 ¢' b’ I. a
Si volguéssim determinar les dues forces

que, actuant segons les direccions 1 1 2,

s'equilibraran amb la for¢a donada R, emprarem el mateix métode. perd

les fletxes indicadores de les forces 1 i 2 tindran el mateix sentit que la

resultant. Aquesta construccié es troba indicada a la fig. 30 (d) on totes
les fletxes en el poligon de forces tenen el mateix sentit: les compo-
nents bc=11 ca =2 estan
en equilibri amb la forca R.
Aixi mateix, 1 estd en equili-

bri amb2i R, i 2 amb 11 R.

37. Descompos d'una

forga en més de dues components.
; — Quan es tracta de descom-
LT o pondre una forca que actua da-
munt d’un punt en més de dues
f components que passin pel ma-

" an teix punt, les direccions de les

. quals sén conegudes, el proble-

ma admet infinites solucions,

1 és, per tant, indeterminat.

En canvi, el podrem resoldre si coneixem les linies d’accid, les magnituds

i sentit de totes les components, exceptuant-ne dues de les quals sols conei-

Xem les linies d’accié. Llavors podrem determinar les magnituds i el
sentit d’aquestes dues.

Suposem sis forces (fig. 31 (a)) F,, F,, F,, F,, F;, Fg, de les quals les
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quatre primeres son completament conegudes, mentre que sols coneixem
les linies d’accié A A4’ i E E’ de les altres dues. Tracem a partir d'un punt
qualsevol a (fig. 31 (b)) el poligon de forces @ becde de les forces dades.
Tracem per e una linia indefinida ¢’ ¢" parallela a E E' de la fig. 32 (a) 1 per
auna altra a a,, parallela a 4 4°
de la fig. 31 (a), fins que talli
", Llavors ef 1 fa

en [ la e ¢
seran les dues forces demanades;
les fletxes es marcaran de ma-
nera que el poligon es pugui se-
ouir en un sol sentit. Condicié

perqué les forces estiguin en

N LR
equilibri.

Descomposicio @ un S8
te forces en dues de direc-
ci6 donada. — Podriem resoldre
aquest problema component les
forces i descomponent la resul-
tant segons les dues direccions
proposades, tracant un triangle
de forces.

ASOE Sk Perd no cal trobar la re-

sultant, si recordem que els
costats extrems del poligon funicular sén les components de la resultant
d'un sistema de forces.

Llavors el problema es redueix a tracar el poligon funicular, els costats
extrems del qual siguin parallels a les linies d’accié segons les quals volem
descompondre el sistema de forces donat. Per aixd només cal tracar per
l’origen i per l'extrem del poligon de forces dues paralleles a les direccions

donades, rectes que seran dos radis polars del diagrama de forces. Amb

aixd coneixem el pol, cosa que ens permetra de tragar tots els altres costats
del poligon funicular.
En efecte, siguin Fy, F,, F,

s, F, (fig. 32 (a) les forces donades, les quals
volem descompondre en dues que tenen per linies d’accid respectives M P

i N P. Tracem el poligon de les forcesabcde 32 (b)). Perlorigen a

tracem una recta O a parallela a M P i per 'extrem e una recta O ¢ parallela
a PD. El punt d’interseccié O és el pol del poligon funicular M4 BCDN. Per
tracar-lo, farem passar pel punt A, interseccié de M P amb la linia d’accié
de F,, una recta A B, parallela al radi polar O b; per B, una parallela B C
al radi Oc¢; per C, una parallela C D al radi Od. Aquest costat C D del
poligon funicular ha de passar, si el tracat és correcte, pel punt D d’inter-
seccié de les linies d’accié de F, i de la component D N.
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Les dues components cercades resulten donades en magnitud 1 sentit
pels radis polars a 0 i Oe.
Com veiem, no ha calgut, per a resoldre el problema, trobar la resultant.
39. En cas (fig. 33) que les
§ dues forces components siguin de-
terminades per la linia d’accié D D’

d'una d’elles i pel punt P per on ha

de passar la li

la d’accid a 1'altra,

| tracarem el poligon @ bed de les
fl-:'(‘t_'-: (_'-.I:IL‘_;{HL]';'H rr"!. )"":, ;'-3. Pre
INeENt com a [Ir.J] un punt arbitra-

[ riament escollit O, tracarem els radis ™

rsOa, Ob,0c, Od. Pel punt d

‘r:-ll.i
tracarem una recta indefinida ee
parallela a la linia d’accié conegu
da D D', Construirem el poligon f

i nicular M A B C D N de les forces do-

nades fent que el primer costat M A
passi pel punt donat P i sigui parallel
al radi polar O a. Pel punt 4, on
talla la lin ' '

for¢a F,, tracarem A B parallel a O b

16 de la primera

1 aixi seguint. El darrer costat del

funi

ular C D de la darrera forca co-

neguda talla la linia d’accié de la desconeguda FyenD. Unint Pi D tindrem

el costat que ens manca D P. Tracant pel
:

pol O el radi polar O e parallel

a D P ens determina el vértex e del poligon de forces, que unit amb a ens

ddna el vector e a re-
- presentatiu de la forca

m a Fs3 que Dassa per P mentre
¢ '/. R preLEL: Fer ] que passa per P, mentre
A~ 1ue d e és la forca que té
I —~ \. \ F queg eeslalorcaquet

== \F e 2 e e ’
_ \2 . - \ per linia d’accié D D’.

2 Lalinia d’accidé de e a és

o la recta P, parallela a
> a tragada pel punt P.

(a) 2 40. Descom

a una forea en

Yremts, de airvec-

c1d coneguda. — Sigui (fig. 34 (a)) R la forca que volem descompondre en les
altres tres no concurrents F;, F, i Fj, les linies d’accié de les quals conei-
xem. Per a resoldre aquest problema emprarem el métode de Culmann.
Per aixo unirem el punt M d’interseccié de dues linies d’accié donades, per

|
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exemple les A B i C D, amb el punt N d'interseccié de les linies d’accié de
EGi R. Larecta M N d'unidé d’aquests dos punts pot ésser considerada

d’accié d'una forca component F' i amb ajut d'un triangle de

pondre la R en les dues components F'i Fj,
totes tres concurrents en N. Perfila forca F' que passa per M es descompon,
mitjancant el triangle b ¢ d, en altres F,; i F,, concurrents amb F’' en M.
Si les forces F;, F,, Fsi R s’equilibren, el

de forces @ bcd es tanca i la forca R

ot ] l_,

apareixer:

com a equilibrant de les altres tres.

és impossible o indeter-

Aquest trac

minat en dos casos. El primer es presenta

quan les tres forces sén co en un
mateix punt; en aquest cas llur resultant
haura de passar-hi també. El segon, quan
dues de les forces dades es tallen damunt la
resultant; llavors aquesta es descompon en

dues forces tniques, la tercera esdevé nul-la.

Moltes vegades ens caldra equilibrar un
grup de forces per tres d’altres dirigides
ria factible

d’'una manera qualsevol. Ens se
de trobar la resultant del grup 1 de descom-
pondre-la com havem dit.

D’aquest procediment de descom-

d'una forca en tres d’altres no con

as que dues de les linies d’accild

currents, no ens en podrem se

interseccid caigui fora dels limits

siguin paralleles o que llur

lel paper.

Llavors ens valdrem (fig. 35 (a)) de dues forces auxiliars resultat de
descompondre la forca dada R en dues, R; 1 R,, les linies d’accid de les quals
passin pels punts M i N d'intersecci6é de la linia d’accié M N de F, amb

les linies d’accié A B 1 CD de

Tracem el triangle de forces a & .35 (b)) els dos costats acic b, del
qual sén parallels a P N i P M; ens determinaran en magnitud i sentit R,
i R,, Descomponguem R, segons les linies d’acci6 A B 1 M N amb ajut
del triangle bce; el costat e b ens déna F,, mentre que c ¢ ens determina
la component de F,, que actua segons M N; en descompondre R, segons les
linies d’accié M N i C D amb ajut del triangle a cd, el costat a d, parallel
a C D, ens determina F,;, mentre que d ¢, parallel a M N, ens déna la com-
) M N.

La resultant de les dues forces F' 1 F”, que actuen segons la linia d’accio

ponent F’ que actua segons la linia d’acci
M N, ens determina la intensitat de la tercera forca F, que ens mancava.

La descomposicié de forces és molt emprada en el calcul de sistemes
reticulats.
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FORCES PARAL-LELES

42.

Quan (fig. 36) es vol descompondre una forca R en dues altres de paral-

10 d una forca en alires dues que li siguwin paral

leles Fy1 F,, les linies d’accié i el sentit de les quals coneixem, tragarem
amb la forca R = a b1 un pol O escollit arbitrariament, un triangle de forces
ab 0. Després, per un punt B pres damunt de la linia d’acci¢ de R, es
tracen paralleles B A i B C als radis polars Oz i O b fins a tallar, respec-
tivament en A 1 B, les linies d’accié de les forces F, i F,. La recta que
uneix els punts 4 i C forma la linia de tancament del poligon funicular, al
qual ha d’ésser parallel el radi polar O¢. Aquest radi polar talla la forca

R=ab en un punt ¢ tal que ac - Byiicb =g
1 i
1=l i 1
| | \ !
[ IF Bl : ;
Rl | ot
2 ) £ ERg | “\. ! ~—lc ‘ N\
MR Lo e laln 20 e safie Xl e e e lARNG
| A1 iug 4 o 2N crmeraft Tl
Nl ol IF2 a A LA P’
! N f [ H ! i | | —o
B | E " | F;/.
f . 1! 1 ' t
F ! F b
R
PG FIG. 37

La fig. 37 representa el cas que les linies d'accié de les components caiguin

a un mateix costat de la resultant; llavors els sentits de les components s6

O] osats.

43. Reduir un sistema de forces paral-leles a dues de paral-leles a les
donades. Suposem que volem descompondre (fig. 38 (a)) el sistema de
forces donat F,, F,, F,, en dues de conegudes per les seves linies d’accié M P
i N S, paralleles a les forces donades.

Determinarem la resultant R (fig. 38 (b)) del sistema tracant el poligon
r corresponent I, II, III, IV, prenent el

de forces a bed i el poligon funicula
punt O arbitrariament escollit, per pol.

Ara el problema es redueix a descompondre la resultant R en dues Q' i
Q" emprant el métode indicat al nim. 38. Perd en comptes de tracar dues
rectes qualssevulla, podem utilitzar, per tal d’abreujar, els costats extrems I
i 1v del poligon funicular que, com sabem, es tallen en un punt E de la re-
sultant R. Llavors, unint el punt M d’interseccié del costat 1 amb la linia
d’accié de Q' amb el punt N interseccié del costat 1v amb la linia d’accié
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de Q", obtindrem la linia de tancament del poligon funicular corresponent
als sistemes Q' Q" i F,, F,, F,.
Tracant per O un radi polar O ¢ parallel a M N determinarem les dues
forces Q' i Q" que cercavem.
Q

-

|
L Sa—
P !
: iF

—

Com es pot veure no cal determinar la linia d’accié de la resultant.
Per saber del cert quina és la linia d'accié de cadascun:

de les compo-
nents Q' i 0", ens fixarem que al punt M on concorren tres forces Q', 11 M N
correspon al diagrama de forces el triangle Oae, en el qual Oa, aei ¢ O

son paralleles i corresponen, per tant, a 1, Q' i M N, respectivament.

APLICACIONS DE LES PROPIETATS DELS POLIGONS FUNICULARS

44. Fer passar per dos punts donats el poligon funicular d'una o més

forces. — De vegades, per a resoldre certs problemes, cal fer passar per dos

punts donats el poligon funicular d'una o més forces.

Cas d’uma forca vinica. — Si es tracta d'una forga unica F (fig. 39),
prendrem com a eix polar dels poligons funiculars, la recta 4 B que uneix els
dos punts A i B pels quals ha de passar el poligon funicular. Com sabem,
si els costats homdlegs dels poligons funiculars es troben en el mateix punt
d’una recta (eix polar) els pols d’aquests poligons funiculars estaran damunt
d’una recta parallela a l'eix polar. Llavors si des dels punts 4 i B tracem
rectes A 1 « B que es tallin en un mateix punt «, aquestes rectes seran els
costats del poligon funicular que passa pels dos punts donats 4 i B. Com
que les rectes 4 o i « B sén rectes qualssevol, es dedueix que hi ha una in-
finitat de poligons funiculars de la recta F que passa pels dos punts 4 i B.

El pol d’aquest poligon funicular es determina tracant pels extrems
ai b de la forca F els radis polars O a i O b parallels als costats T 1 2 del
poligon funicular.
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Si ultra la forca tnica F (fig. 40) ens fixessin la distancia polar &,
llavors tracariem, amb ajut d'un pol qualsevol O situat a la distancia
polar & de la forca F, un poligon funicular de prova M B C, el primer cos-
tat M B del qual passés per un dels punts donats M; el segon costat C B és
quasi segur que no passaria per 1'altre punt N. Perd és de notar que si des-
placem el pol O al llarg d'una paral-
lela O 0, a F, distant d’ella una lon-
gitud %, formarem un sistema de

\‘M .

12\ S

I \ _,
[ ie
| ¢
s e
e 0 L S

Ci Y

t

FIG 30 FIG 1(]

poligons funiculars que, passant per M, tindran uns segons costats que es

1
tallaran en un mateix punt C situat sobre d’'una recta M C parallela a O 0,.
La recta C N sera, doncs, el segon costat que demanavem, i bastara unir 4,
punt d’interseccié de N C amb la forga F, amb M, per a tenir el primer
costat O, b del poligon funicular.
El pol O,, que ni cal determinar aquesta vegada, €s el pol del poligon
funicular M A N.

45. Cas d'un grup de forces. — En el cas d'un grup de forces (fig. 39),
els dos costats 1 1 2 del poligon funicular poden ésser considerats com a
costats extrems del poligon funicular de les forces considerades. EI pol del
poligon funicular d’aquestes forces és determinat per les paralleles a aquests
dos costats extrems tracades per I'extrem de la forca F, considerada com a
resultant de les forces dades. Com és natural, aquest pol ens permetra de
tracar els altres costats del poligon funicular que passa pels dos punts.

Quan es tracta d'un grup de forces poden océrrer dos casos : @) que
els dos punts donats estiguin fora del grup de forces (fig. 41), 1 8) que un
dels punts o tots dos estiguin entre les diferents forces del grup (fig. 42).

Tant en el primer cas com en el segon determinarem d’antuvi la re-
sultant de les forces compreses entre els dos punts donats, mitjangant un
poligon de forces i el funicular corresponent a b ¢ d e prenent com a pol un
punt qualsevol O.
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cas de la fig. 41, la resultant sera la de tot el grup de forces,
42 la resultant sera la parcial de les forces com-

En el
mentre que en el de la fig.
Determinarem en ambdds casos en posicié

preses entre els punts donats.
)1 0. Damunt de la linia d’accié de la

aquesta resultant valent-nos del pe

: <5

FIG. 41

resultant R prendrem un punt qualsevol X, que unirem amb els dos punts
donats A i B. Aquestes dues rectes A X 1 B X seran els dos costats extrems
del poligon funicular que passa pels dos punts 4 i B. Anem a determinar
el pol. Per aix¢ tracarem pels extrems de les resultants R 1 R, 4 dels dia-
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grames de forces, els radis polars 11 5 en la fig. 411 11 4 en la fig. 42, pa
rallels a les rectes A X i B X. El punt d’interseccié O’sera el pol demanat.

Per a completar el poligon funicular només caldra tracar els altres
radis polars 2, 3, 4 i els costats del poligon funicular corresponent.

46. Fer passar per tres pumis donats el funicular corresponent a una

0 més forces. Siguin dues forces (fig. 43) paralleles o no paralleles F, i F,.
Es tracta de fer passar
pels’ punts ™, () -=RHn \g
(gt e e B P A~
poligon funicular corres :
" N
nent. Tracem el poligon N

de forces @ bc i el primer
costat d'un poligon funicu-
lar qualsevol P A,;, unim
despres A4; Q. Aquests

dos costats tindran com a

Is radis d’un

complement ¢
FIG. 43

poligon de forces tracats
parallelament per a i b,
cosa que ens déna el pol O,. EI tercer costat del poligon funicular tracat
amb l'ajut d’aquest pol probablement no passara per R.

Observem que, quan haurem fet variar la posicié dels costats P L
A, Q, sempre hauran de continuar passant per P i(. Aquests punts seran,

doncs, els punts d'inter-
seccid dels costats de ma-
teix rang dels poligons
funiculars consecutius
que es poden tracar amb
pols diferents, a condicid
que la linia que passa per
aquests pols sigui paralle-
laa PQ. Elnou pol cer-
cat estara sobre aquesta
parallela O, O,.

Es podria, aixi ma

FIG. 44

teix, procedir comencant
per R, tracant R B, 1 B, (), després les seves paralleles b 0, i ¢ 0,. Els
pols possibles dels funiculars que passen per R i  estaran sobre la linia
O, O, parallela a ¢ R. D’aixd es desprén que el pol cercat serid O,, in-
terseccié de 0,031 0,051 P A, Q B, R sera el poligon funicular demanat.
Aquest procediment serveix per a resoldre el cas d’ésser les forces pa-
ralleles.
47. Aquest tragat encara es pot simplificar (fig. 44). En comptes de
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tracar arbitrariament els primers costats dels funiculars, tracarem primer
la recta P Q fins que trobi en B la forca F,, després la recta B R, les

juals, mitjancant les respectives paralleles O, b i O,c en el diagrama de
forces, ens donen el pol 0,. Aix{ mateix, O, b i O, a, respectivament paral-
leles a la recta R Q prolongada fins a tallar en A la forca F; 1 a la
recta A P, ens determinen en el diagrama de forces l'altre pol 0O;,. Aquests

pols hauran de desplacar-se, el primer segons la parallela a 4 R, el segon

seguint la parallela a P @, les quals es tallen en Oj, que és el pol cercat.
El poligon funicular P 4, Q B, R és el que demanavem.
48. També es pot resoldre el problema del niim. 45 sense necessitat de

trobar la resultant de les forces.

F,, F,, F, les forces donades i P 1 Q els dos punts
f

Siguin (fig.

per on ha de passar el poligon funicular. Construim el poligon de forces

F,, F, F,i, prenent com a pol el punt O, tracem el poligon funicular
(

' D d’aquestes forces, fent que el primer costat del poligon funicular

passi per P, un dels punts donats. Una recta qualsevol P Z que passi per P

és un dels molts eixos polars que contenen el punt P.

Sabem que els costats homolegs dels poligons funiculars d'un mateix
grup de forces es tallen en un mateix punt de l'eix polar. Els costats com-
presos entre los forces F,1 F, es tallen en el punt ¢ d'intersecci¢ del costat ¢
allargat amb l’eix polar P Z. Aixi, doncs, ¢ és un punt del costat del segon

poligon funicular. Unint, doncs, ¢ amb @, l'altre punt donat, tindrem el

sgon funicular homoleg al C. EIl punt s, interseccid del costat B

costat del s

amb 1’eix polar, unit amb el punt S, interseccié del costat 3 amb la forca F,,
ens donara el costat 2,i finalment, unint #, punt d’intersecci6 del costat D
amb l'eix polar, amb el punt T d’intersecci6é del costat 3 amb la forca F,
tindrem el costat 4. El punt M d’interseccid del costat 2 amb la forca Fj,
unit amb el punt P, ens determinara el costat 1 del segon poligon funicular.

Els dos costats extrems I 1 4 del segon poligon funicular ens determi-
nen el nou pol 0;. La recta O O; que uneix els dos pols ha de resultar
parallela a P Z.
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DETERMINACIO GRAFICA DE MOMENTS

49. Momenis d'

Dues forces paralleles (

46) d'igual
s, aplicades a distints punts d’un cos, formen
un parell de forces; el seu efecte depén de la magnitud de

magnitud i de sentits ope

les forces 1 de la distancia de les seves linies d’accié. Es a

dir, el seu efecte s’avalua

pel producte d’'ambdues valors, f jF
. d

designat per moment estd M = F-d que és mesurat en r

centimetres-quilograms, si la distancia d és donada en Fl I
centimetres, 1 la intensitat de la forca en quilograms. !
De manera que el moment estatic és el mitja FIG. 46

auxiliar per a avaluar l'efecte dels parells de forces.
Independentment del concepte de parell de forces, sabem que el mo-

"a respecte d’

ment d'una

un punt donat és el producte d’aquesta forca
per la seva distancia al punt considerat, és a dir, per la perpendicular abai-
xada del punt a la direccié de la forca. La distincia entre el punt i la
forca és designat per brag de pa-
lanca.
Els moments poden ésser posi
tius o negatius, segons que les forces
facin girar el bra¢ de palanca en el
mateix sentit que les busques del
rellotge o en l'oposat.

50. L’avaluacié d’'un moment
és cosa facil en estatica grafica.

Representem en 4 B= F la di-

FIG. 47 recci¢ 1 la magnitud d'una forca

qualsevol (fig. 47), el moment de la

qual respecte del punt P volem cercar. Tracem el vector a b = F,

prenem un pol O i menem els radis O a i O b, aixi com la perpendicu-

lar Oc=h a ab. Per un punt qualsevol M de A B tracem els dos cos-

tats o M i M 8 del poligon funicular, respectivament parallels als radis O a

i O b,i pel punt P una recta A’ B’ parallela a 4 B que tallard en « i

en B els costats a M i M @, respectivament. Abaixem des de M la per-
pendicular M S a « .

Si designem per M el moment de la forca donada podem establir

M=F-PN=ab-MS=ab-H (1)
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Per ésser semblants els triangles M «f 1 O a b tindrem:

ab o @ 2 3 2
= —— donab-H=0c-aB

Oc Te £

Igualant aquesta darrera equacié a la (r) podrem posar

M=0c-ap=rh-af (2)

Es evident que mentre no varii la posicié del pol O, la distancia « §
és independent de la posicié del punt M, per on hem fet passar el poligon
funicular.

La longitud « ¢ depén de la posicié del pol, perdb com que el moment
d’una forga respecte d'un punt només pot tenir una sola valor, deduim per la

férmula (2), que el producte Oc- a{
F;R_ . ha d’ésser constant.

El moment estatic F-H de la
forca F respecte del punt P es repre-
senta pel producte k- af, essent h
la distancia polar 1 « § la longitud del

tros de parallela a F que passa per P,
compresa entre els costats extrems
del poligon funicular.

5I. En el cas de dues forces F,
i F, de direccié diferent, (fig. 48), i
amb el mateix punt d’aplicacid, llur
moment estatic respecte d'un punt

qualsevol P del pla seu, és igual a
la suma dels moments de les components respecte el mateix punt.
En efecte, si projectem la resultant i les components sobre una
recta N M perpendicular a la recta O P tindrem

NM=NT+TM=NT-+NS
ja que T M = N S per ésser projeccions de dues rectes iguals 1 paralleles.
L’anterior igualtat permet escriure

NM-OP=NT -0P+4+ NS:0P,
1 tenint en compte que

NM:OP =areaOPR =R -7
NT:-OP=4areaOPF,=F,-r,
NS:-OP = areaO P B N

resulta
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i

perd com que a cada un dels termes d’aquesta igualtat representa el moment
de la forca respectiva respecte del punt P, podrem escriure

Mg=M,+ M,

Aquest procediment pot ésser aplicat a un nombre qualsevol de forces.
Aixi, doncs, el moment estatic de la resultant d'un sistema de forces, respecte

d’'un punt del seu pla,

és igual a la suma
dels moments de les
Seves components res
pecte del mateix punt.

En prendre els
moments de les for-

ces d'un sistema cal

tenir en compte el
signe del moment de FIG. 49 @ FIG. 49 b

cada una de les for-

ces. Aixi, en la fig. 49 (@) els moments de les components son positius, puix
que les forces fan girar els bracos de palanca respectius com les busques del re-
llotge. Per tant,

M=F-H=F, -y, + Fy- 9,

]

), el moment de la resultant és

o

En canvi, en la fig. 49 (

on el moment de la forca F, és negatiu, puix que el seu bra¢ de palanca

gira en un sentit
M ER contrari al de les
/ D\ . busquesdel rellotge.

52. Momeni
d'un grup de forces.
D’aix6 deduim

un procediment
molt comode per a
cercar el moment
respecte d'un punt
P d’'un grup de for-
ces F,, B, Fs, Fy.

Formem, per a aquest grup, un poligon de forces; la seva resultant sera

en magnitud i direccié R (fig. 50). Escollim per pol un punt qualsevol O 1
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construim el poligon funicular M A B C D N. El punt d’interseccié dels
costats extrems M 4 i D N sera un punt de la resultant R que serd paral-
lela a ae. El moment de les forces F,, F,, F;, F, és el mateix que el de K.
Tracem pel punt P, af parallela a R. El segment « @ = ¥ multiplicat per
la distancia polar O p = h sera igual al moment cercat. En efecte, el trian-
gle Oae és semblant al triangle « @ S, i tindrem;

M=cfl-0p=SX: 'K (3)

essent S X la perpendicular des de S a « § que és igual a la tracada des del
punt donat P a R.

El segment « § mesura, doncs, aqui com en la fig. 47 a una escala
convenientment escollida, el
moment de R respecte de P.
S Aixi, doncs, el moment

; R estatic d'un sistema de forces
R = e F I dun pla respecte d'un punt
i Q & | S d'aquest pla, és igual al pro-

b aif ducte de la distancia polar de
ot : . la seva resultant pel segment
: C; S determinat damunt de la recta
e y parallela a la resultant tra-

h ¢ada pel centre de moments,

compres entre els costats ex-
trems del poligon funicular.

. 53. Moment de diverses
Jc forces paral-leles. — Aquest
metode és molt interessant en
el cas d’ésser les forces paral-
leles. Representem (fig. 51)
un grup de forces d'aquesta mena Q, F,, F, amb el poligon de forces
corresponent. La seva resultant és R i I'hem determinada amb ajut del
poligon funicular 4 B C. El moment de R respecte d'un punt qual-
sevol P, és avaluat pel segment « 3, amidat entre els costats extrems S A4
i S C del poligon funicular, de la parallela a les forces dades tracada pel
centre de moments P multiplicat pel radi polar k.
Per la férmula (3) tindrem:

Si, per exemple, volem determinar tnicament el moment d'una sola
fora F, respecte del punt P, s’allarguen els costats 1 i 2 del poligon fu-
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nicular que la comprenen, fins a tallar la parallela a aquesta pel punt y; si
el segment que determinen damunt d’ella és g v = ¥, tindrem com abans

M, = v, - k.

Per tant, el moment estatic d’una forca pertanyent a un sistema de
forces paralleles, respecte d’un punt del seu pla, és el producte de la distan-
cia polar, &, pel segment 3 v que els costats del poligon funicular que com
prenen la for¢a donada determinen sobre la parallela a ella tracada pel
centre de moments.

54. Superficie de moments. — Aquest agrupament de forces es troba
molt sovint en 'estudi de bigues reposant damunt dos punts de sosteniment.

La fig. 52 representa una biga sotmesa a les cirregues I SR T e o Ly 5

Les dues reaccions,
també verticals, es a
3 Q

1es 1 : Q2

1en1 tal com | | | 1 |

troben en 0,1 (

determi
hem explicat en el

nim. 42, tracant
el poligon de force:
abe u‘rt'f' 1 el }'ru_\||'_
gon funicular cor

responent, la linia
de tancament A B

i el radi O m de
terminen en el poli-
gon de forces les
reaccions Q; i Q,. Es veu que aquesta linia de tancament és un dels
costats extrems del funicular parcial, que és obtingut considerant so-
lament una part de la biga tallada d'una manera qualsevol. Si la tallem
pel punt S i considerem les forces que actuen a I'esquerra d’aquest punt,
Si

la valor del moment respecte d’aquest punt és af-h. considerem
el mateix grup de forces situat a la dreta del mateix punt, arribarem al
mateix resultat, cosa que era d’esperar, puix que les forces estan en
equilibri.

Per a cada punt de la biga obtindrem, doncs, la valor del moment de
les forces situades, sigui a la dreta sigui a l'esquerra, pel tros d’ordenada
vertical d’aquest punt, compresa entre el poligon funicular i la seva linia
de tancament.

La superficie delimitada d’aquesta manera és designada per superficie
dels moments de la biga sota l'accié de les carregues considerades. Com és

natural varia amb les carregues.
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55. Escala de moments. — Cal parar molt d’esment en la tria de les
escales quan s’empren tracats grafics per a avaluar els moments de les
forces. Com que les linies el mateix poden representar forces que longituds,
cal saber a quina escala cal llegir els resultats.

Suposem que prenem com a escala de longituds = 0,0008 m per

1250
metre, i que representem les forces a l'escala de 5 mm per tona 0 0,005 m = I,
llavors podrem representar la forca F (fig. 47) de 4,6 tones per exemple,
per 23 mm. El moment d’aquesta forca per a un bra¢ de 175 m, sera

M = 4,6 t x 17,5 m = 80,5 metre-tones

Prenem com a distancia polar 2 = 18,4 mm, que equival a 18,4 : 0,0008 =
23 m; el segment « B que amida 17,5 mm, equival a 17,5 : 0,005 = 3,5 tones
el moment és el mateix

M = 3,5t X 23 m = 8Bo,5 metre-tones.

Perd és evident que no canviariem en res si variéssim l'ordre dels
factors, a condicié de qué determinéssim la distancia polar 4 a 1'escala de les
forces, llavors haurfem de mesurar « 3 en l'escala de longituds. La longitud
h = 18,4 mm representara, també, 0,0184 : 0,005 = 3,68 tones; el segment a
que té 17,5 mm representa 0,0175 : 0,0008 = 21,875 m, pero el resultat és el
mateix:

M = 3,68 tx 21,875 m = 80,5 metre-tones.

Podrem prendre, doncs, indiferentment en l'escala de forces o de lon-
gituds les linies a mesurar, a condicié que les dues longituds que s’han de
multiplicar siguin preses sobre escales diferents.

in els diagrames que la distancia polar & és constant,
130 i en totes les altres en qué sigui igual, i s’emprin les ma-
teixes escales, podrem establir una escala per a mesurar
2160 .
o directament la valor dels moments.
n @ ~ ¢ . ’ ~ L
£3loo S En efecte, en el diagrama cada centimetre representa 2t
E’ P multiplicades per la distancia polar, 15 m, ésadir2t x 15m
Ealizo 2 SRS, : :
S %05 — 30 mt, per tant, podrem tracar una escala de moments
c a o &
3 51150 - ) B .
on cada metre-tona sera representada per = de centimetre
81180 € 0,333 cm.
FIG. 53

Aquesta escala esta representada a la fig. 53 on es troben
encarades les divisions en centimetres 1 en metre-tones.
Si demanessim, per exemple, el moment de F respecte al punt P, nomes
haurem de tracar « @ parallela a F i a mesurar aquest segment damunt les-
cala : el trobem igual a 285 mm equivalent a 2,85 x 30 = 85,5 metre-tones.
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CENTRES DE GRAVETAT
56. Una de les aplicacions més freqiients de la «
paralleles és la determinacié dels centres de gravetat.

39

omposicié de forces

Per a determinar

aquest punt d’una superficie

qualsevol, se suposa a l'efecte, que cada un

dels seus elements té un pes propi, proporcional a la seva superficie. Es
un cert nombre de porcions,
I'area de les quals, aixf com el seu centre de gravetat respectiu, siguin facils
de determinar.

divideix, doncs, la superficie considerada en

abih

1LY dof]

o

(a

FIG. 54

Suposarem aplicada a cada un d’aquests punts una forca parallela a
una mateixa direccié qualsevol i avaluada per la seva superficie, 1 compo-
nent-les graficament obtindrem la posicid de llur resultant. Repetint el
tracat per a una altra direccié qualsevol, obtindrem una segona posicié de
la resultant; el centre de gravetat es trobara en la interseccié de les linies
d’accié de les resultants.

La fig. 54 representa la seccié d'un ferro especial que suposem no
simetric respecte de cap eix, per a considerar el cas més general. E] des-
compondrem en tres parts, 'area de les quals sén, respectivament:

g 2
abih =

X 4,5 = 6,75 cm?

1c1g =672 12,00 cm?

fide =6x1=6,00 cm?
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Tracarem un primer poligon de forces (fig. 54 0) la intensitat de les
quals sera proporcional a les arees donades i té per punt d’aplicacid el
centre de gravetat respectiu a cada porcié. Amb un punt O com a pol
tracem el poligon funicular 1, 11, 1I, 1V, els dos costats extrems del qual,
Ii1v, es detallen en S, per on passa la primera resultant G, parallela a les
forces donades. Podriem repetir la mateixa operacié amb altra direccid

de les forces i trobari

m una segona resultant G,. La interseccié de G i
G, ens determina el centre de gravetat G cercat.
Aquesta operacié es pot simplificar tragant un sol poligon de forces,

perd suposant tragat el segon al qual s’ha donat un gir de go° respecte al

M
e
[ |
[ |
| i
| 2fi |
e |
1 \
o \
iG o R / \
| E."f ]u."\\
| | / It \\
) DR | \
| R ; | \
I
| /
§ L
f |
G’ E '
HIAN
N

primer. Llavors les linies homologues dels poligons de forces i funicular
primers sén perpendiculars a les dels poligons de forces 1 funicular tracats
despreés.

Amb 'ajut d'un escaire de go° podrem, doncs, tragar d’antuvi les dues
séries de forces en angle recte, després els funiculars corresponents, tracant
cada cop una parallela i una perpendicular a cada un dels radis polars
de 0. D’aquesta manera s'obté rapidament, i amb molta més precisié que
escollint dues direccions arbitraries, el centre de gravetat.

Quan la superficie presenta un eix de simetria M N, només cal tracar un
sol poligon de forces. L’escollirem amb preferéncia de manera que les seves
forces siguin perpendiculars a l'eix de simetria (fig. 55).

Es pot emprar el mateix procediment per a determinar el centre de
gravetat d'una linia trencada. Aplicarem a cada element linial una forca
proporcional a la seva longitud i operarem d’una manera semblant a l'ex-
plicada.

Arxiu General de la Diputacié de Barcelona. Biblioteca




57. Ce gravetat d'una superficie que té una porcid buida. — En

aquest cas (fig. 56), per a aplicar els métodes explicats fins ara, cal que ens

fixem que la superficie pro-

posada és la diferéncia entre : A\

I’'area del cercle que té

centre el punt C i 'area del

cercle de centre C’.
Considerant les arees

com a forces, en els punts

C 1 C', centres de gravetat

dels respectius cercles, po-

t.ll'l'll: .l]:-|iL'.'|:" JL'.': forces Pa FIG. 56

ralleles 1 de sentit contrari F

1 F' que, compostes s el poligon de forces obtindrem la valor de la

resultant R; el poligon funicular 1, 2, 3, donara la posicié i la direccié de

)

la resultant R. El centre de erav: lemanat G és el punt on es tallen

la direccié de R i la recta C C’, que és un eix de simetria.
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PROBLEMES

I. Representar quatre forces de 6, 3, 4,5 i 8,75 kg, respectivament, a
una escala d’'r cm = 2 kg.

2. Un pilar de 3 m d'al¢ada (fig. 1) suporta a la part superior una
carrega P. de 10 tones i pesa 250 kg per metre d’alcada.
;Quina és la pressi¢ total sobre la base? I

3. Trobar graficament l'equilibrant de les forces F

& =
Fi=4kg F,=3kg F;=1kg F,=35 kg :
E
situades sobre la mateixa linia d’accié, i de les quals "’1
sén positives F; i F; i nega- .
tives F, i F,. 777 7777
4. En la lluita esportiva FIG. 1

d’estirar la corda l'equip A4

es compon de 8 homes, la forca dels quals és de
35, 70, 40, 55, 30, 60, 651 80 kg, 1 l'equip B de 8
homes amb forces de qo, 45, 50, 60, 75, 35, 25 1
40 kg. ;Quin equip guanyara?

s : ! Resoldre el problema graficament amb 1'es-
. ,,,i/ A .I/ cala de forces 1 cm = 50 kg
7 ; o :
g 5. Trobar graficament la resultant de dues
m. ot

forces de 40 kg 1 go kg, aplicades a un punt : a)
quan llurs direccions formin un angle de 45°, b)
quan en formin un de go° ¢) quan l'angle sigui
de 135° d) quan sigui de 1809, ¢) de 2259, i f) de oo°.

6. L’empenta F = 15 tones d'un arc (fig. 2) forma un angle de 50°
amb I'horitzontal, talla en un punt O a 5 m del sol, la linia d’accié del pes
del mur, P = 80 tones. Trobar llur resultant i la distancia en metres, entre
el punt on aquesta resultant troba la base del mur i el peu 4 del pes del mur.
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7. En un triangle, quin és el sentit de la resultant respecte del de les
components? I el de l'equilibrant? ;Quina és la resultant de tres forces,
els costats del triangle de forces de les quals poden

Z ésser recorreguts en un mateix sentit?
Z 8. A I'extrem lliure d’una barra de 2,80 m de
2 longitud (fig. 3) empotrada a la paret pengem un
V_T pes P de 50 kg sustentat per un filferro de 3 me-
: | tres de longitud fixat a la paret 2 m
; -fil més amunt de la barra. Trobar les - /
Zel tensions del filferro 1 de la barra. WL
h}?'j 9. Trobar la forca que equilibra {:' &
5 Z les dues forces F =5kgi F' =85 -iie-lE
; ' quilograms (fig. 4) que fan entre elles
FIG. 3 un angle de 60°, i les resultants de FIG. 4

FiRide F'i R, respectivament.

10. La cabina d'un transbordador aeri (fig. 5) pesa 2000 kg plena de
passatgers i 1200 kg buida. Calcular en ambdds casos les dues tensions del
cable sense tenir en compte el seu pes. Escala de forces : 1 cm = 400 kg. Es-

cala delongituds 1 cm = 2o m.

IN 1I. Compondre les qua-

s Ry \ tre forces dibuixades en la

figura 6 : a) mitjancant pa-

rallelograms de forga, b) pel
poligon de forces.

12. Compondre (fig. 7)
les forces 0 A = 30 kg, O B
=s50kg, CO=15kg, D 0=

A 80 kg, i OE = 15 kg. Es-

sent els angles B O 4 = 459,

COA=090°,D0OA=135°%E OA =270 Trobar la resultant, i I’angle que
seva direccié forma amb la de la forga O A.
13. Es demana la forca equilibrant de

So° zrl
[ v
140 kg T . \"

. = !
i 200 m. sl

\F,

[} % J
5. o / [
1701k 7 F w( \ /S
B ;i E-= -'6q----c & S
1 o— X
*D \F
FIG. 6 FIG. 7 FIG. 8

les segiients forces concurrents : F; = 4,5 tones, F, = 3 tones, Fj; =
5,5 tones, F, = 6,75 tones, Fg= 2 tones. Els angles que fan unes forces
amb altres sén indicades a la fig. 8.
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I4. Quantes coses pot representar la recta que uneix l'origen amb
I'extrem d’'un poligon de forces?

15. Tenim quatre forces concurrents que s’equilibren. Suprimim una
de les forces. Quina és la resultant de les tres que queden?

O
o f
W0 — g
e »—IR s
Lo _I .
A B Yo TS
Gty
Y.<
D C \ \‘
FIG. 9 FIG. IO FIG. IT

16. En els vértexs 4 i B d'un quadrat de 3 cm de costat (fig. 9) hem
aplicat les forces A O i B 0, la intensitat de les quals ve expressada per
una longitud de 5cmla 4 Oiper unade 4,5 cmla B 0. Trobar dues forces
concurrents que equilibrant les donades, passin per C i per D, respectivament.

Escala de forces : 1 cm = 25 kg.

17. Trobar (fig. 10) les equilibrants de R = 50 kg, les linies d’accié
de les quals sén X, YiZ, de forma que la inten-
sitat de X siguila meitat de R.

18. Compondre, mitjancant el poligon de
forces 1 el funicular corresponent, les forces de

PR PO --N"\\\F 3 ,é f

\ t
\\‘a l Ili /{ i
e

| F}3 ;
o

la fig. 11, les intensitats de les quals sén : V; = 400 gr, V, = 125 gr, V, =
750 gr, V4= 675 gr. La posicid relativa ve donada pels angles i les dis-

tancies de la figura.
' de forces : T cm = 250 gr. Escala del dibuix : T cm =

10 cm.
19. Tenim (fig. 12) un exagon regular de 3 cm. de costat. Les forces
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I, 2, 3, 41 5 situades com indica el dibuix, tenen una intensitat igual per

F.
160° o 3 Foer
S G P < F.
—it V4 \__\ = =
F:w\ it e
=T /1 [ 1

totes de 20 kg. Trobar la forga
equilibrant del sistema.

Escala de
=10 Sp,

20. Amb les

forces it iT= e

da-
des del problema 19 trobar les
resultants de les forces 2, 31 51
de oty 5l

mateixes

2I. Qué representen els cos-
tats extrems d'un poligon funicular?
22. ¢Quants poligons funicu-

lars es poden tragar per a un grup donat de forces?

I5: kg Py — 20 kg,
Py =25 ko SPie—
30 kg, situades so-
bre els costats de
I'angle recte repre-
sentat a la fig. 13.

Escala de forces:
I cm = 10 kg. Es-
cala de distancies:
3 M el B7 B i g B

24. Construir

(fig. 14) el poligon

23. Dibuixeu un poligon de pressions de les forces segiients : P; =
I | '
| ,I 1 1 4
i ' -
i 1.50m. ! 3m L 2m. 1 fm. |
"~ H 1 [ 1
! ' ' ‘f ;
=, (=] =
«1 ° k’:l g 9
! H : * i
! ! | | '
i | : -
FiG. I5
successives de les forces F; = 3 tones, F, = 10

funicular de resultants

F.’f. —

tones,

12 tones, F, = 5 tones.

Escala de forces:
Icm = 3 tones. Es-
cala de dibuix : 1 cm.
— 11

25. ;Es neces-

sari seguir un ordre
en compondre forces

mitjancant el poligon
funicular?

26. ¢Quins son
el primer i darrer
radi polar d'un poli-
gon de forces tancat?

27. Trobar la resultant de les forces paralleles representades a la fig. 15.

Escala de forces :

I cm = 100 kg.
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28. Trobar l'equilibrant de les forces paralleles indicades a la

fig. Indiqueu la valor de la distancia polar.

scala de forces i de distancies a escollir.

29. Citeu les condi-

3 r‘. 5 m. " m. . I 2
~—3m L 7  350m.  _. ifom, clons grafiques perqué un
e i sistema de forces paralle-
' 60 z . Sr .
. \1 les estigui en equilibri.
Sl —- Quan formen un pa-
& e x
‘ [y NGy e o rac?
7 [ P rell de I{)IE.

4 : 30. Trobar les reac
/ I . cions dels descansos de

la biga representada a
la fig. 17.

3I. Determinar la intensitat de dues forces paralleles aplicades als
extrems de la barra indicada en la fig. 18, per tal que la reaccié al punt
de sustentacid sigui de 5 kg.

32. Buscar la valor de les reac- e 30em.___ = 5o STl PR
cions dels descansos de la biga de la fi- i
gura 19. Totes les forces tenen la | r :
mateixa intensitat de 250 kg i estan
igualment espaiades.

33- Qué és i per qué serveix FIG. 18

la linia de tancament?

34. Descompondre la forca R en tres que tinguin per linies d’accié
les que indica la fig. 2o0.

35. ¢Quines sén les condicions grafiques necessaries perqué un sistema
de forces qualsevulla tingui resultant, estigui en equilibri o equivalgui a un
parell de forces?

_ e R T, 1,10
| ; ; ) i s
. __ : _ ! ! Bl
Sl
e e
e e P F S o s e U K
e L e R
& J , B ' i : = =
FIG. 10

(53]

36. Construiu un sistema de 4 forces en equilibri.

37. Per un dels procediments esmentats en el text, tracar el poligon
funicular de 5 forces paralleles, que passi per dos punts donats. Dues
de les forces sén de sentit contrari a les altres.
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38. Construir el poligon funicular de 4 forces paralleles del mateix

sentit, q > passa per tres punts fixats.
ué sén moments de les forces? En quines unitats es mesuren?

40. l nim tres fl)]'-"‘% les intensitats de les quals sdn 20 kg, 5 kg 1 |
L]

brac de la palanca de la primera és 0,50 m. Quins seran els bra-

cOoS de ’!|;11;|‘|)t‘;'-_ de les altres dues ]‘-L_'Ii]llt' els mMoments respectius siguin meltats i

dels d’aquella fore
41. Quant val la suma de moments d’un sistema de forces en equilibri?
42. Com s’equilibra un parell de forces?
43. Trobar les reaccions dels descansos de
la biga de la fig. 2I.

—- L — 1‘ J'-S 1 —
. A |
= = O = (=
= s & o o |
9 : S
( 3|
'y 7 ‘
r I S S|
¥, H Licy —040m__|
2 Vi g am. 5m L 3m |Mmi ~ 040m
FIG. 21 FIG. 23
44. Trol el moment de la resultant de les quatre forces represen-

tades a la fig. 22 respecte del punt O.
45. Es donen 6 forces paralleles d’igual sentit, de 50 kg d’intensi-

tat cadascuna 1 a distancies de 2 cm.
Cercar la valor del moment de la
sultant respec-

te un punt de = -1

la linia d’accio 1 i B

de la quarta 7/ MELSL
forca. e i

46. On cau
la resultant de

dues forces pa-

ralleles de sen-

tit contrari?

47. Queen-

tenem per cen-
tre de grave-
tat d'un cos?
48. Trobar el centre de gravetat del perimetre d'un exagon regular.
49. Trobar el centre de gravetat de 'area de la fig. 23.

Escala de 1 : 2.

50. Centre'de gravetat de la seccié dibuixada en la fig. 24.
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